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Аннотация. Для класса гибридных полигональных пластин с контурами, имеющими пря-
мой угол при различных условиях нагружения и закрепления, разработан инженерный метод
определения первых (предельно упругих) и вторых (предразрушение) предельных нагрузок.
Определены критерии их достижения, получены необходимые системы разрешающих урав-
нений и описан метод их решения.
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Введение. Полигональные пластинки различных видов широко используются во
многих отраслях современного машиностроения, судостроения, в авиационной и кос-
мической технике и на предприятиях стройиндустрии. Расчеты напряженно-дефор-
мированного состояния и несущей способности (за редким исключением) касаются
прямоугольных и трапециевидных пластин на основе моделей упругих сред [1,2] или
модели идеальных жестко-пластических материалов по схеме А.А. Гвоздева [3–5]. Эти
модели давно демонстрируют невозможность выполнения всё возрастающих экономи-
ческих и эксплуатационных требований к изделиям при использовании конструкций
из однородных материалов.
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К настоящему времени разработано множество эффективных и надежных техноло-
гических приемов (склейка, различные типы сварок, плазменного и холодного газоди-
намического напыления, электронной наплавки и др.), позволяющих создавать раз-
личные гибридные конструкции из практически любых наборов материалов. Разраба-
тываемые в настоящее время методы исследования напряженного состояния и оценки
несущей способности таких композитных конструкций основываются, как правило, на
моделях упругих сред и не позволяют надежно и адекватно оценивать их реальное
поведение. Проблема здесь состоит в том, что от вновь разрабатываемых материалов
требуют, обычно, как можно большего увеличения прочностных и пластических ха-
рактеристик, что приводит к иным перераспределениям напряжений и деформаций
в гибридных конструкциях, чем предсказываемые в рамках упругих расчетов. Кро-
ме того, возникающие нелинейные начально-краевые задачи приводят к серьезным
аналитическим и численным проблемам при реализации процедур их решения [6–13].

В представленной работе разработан новый подход к расчету и анализу предельных
состояний определенного класса полигональных гибридных и однородных пластин,
позволяющий с единых позиций анализировать два принципиально разных состоя-
ния: первое (предельно-упругое), когда во всех составляющих материалах не будет
превышен предел упругости, и второе предельное состояние (состояние предразруше-
ния), когда все материалы или некоторые из них деформируются пластически, но ни
один из них не разрушается.
Формулировка проблемы и основные разрешающие уравнения. Будем рас-

сматривать упругое и неупругое деформирование слоистых пластин симметричной
структуры из несжимаемых материалов, подчиняющихся деформационной теории
пластичности в рамках постановки, изложенной в [14]. Выделим подкласс полиго-
нальных пластин с выпуклым контуром, имеющим прямой угол (треугольных, четы-
рехугольных, пятиугольных). Некоторые из них изображены на рис. 1–4.

Будем использовать декартову систему координат с началом в вершине прямого
угла и осями x и y, направленными вдоль его сторон. Относительно закрепления
контуров рассматриваемых пластин будем считать, что стороны, образующие прямой
угол, могут быть закреплены шарнирно или жестко, а остальные стороны — жестко
защемлены.

В рамках гипотез, сформулированных в [14], основные соотношения для задач попе-
речного изгиба пластин определяются следующим набором выражений. Деформации
εx, εy, εxy связаны с прогибом w(x, y) пластины выражениями

εx = −zκx, εy = −zκy, εxy = −zκxy, (1)

κx =
∂2w

∂x2
, κy =

∂2w

∂y2
, κxy =

∂2w

∂x∂y
, (2)

где z — координата, отсчитываемая от срединной поверхности вдоль нормали к ней.
Напряжения в слоях в соответствии с законом Генки–Ильюшина

σxj =
Φj(εu)

εu

(
εx +

1

2
εy

)
, σyj =

Φj(εu)

εu

(
εy +

1

2
εx

)
,

τj =
Φ(εu)

εu
εxy, (j = 1, 2, ... , n) (3)

εu = |z|κu = |z|(κ2
x + κxκy + κ2

y + κ2
xy)

1/2. (4)
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Изгибающие Mx, My и крутящий Mxy моменты определяются выражениями

Mx = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

σxjz dz, My = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

σyjz dz,

Mxy = 2

n∑
j=1

hj∫
hj−1

τjz dz, h0 = 0, (5)

hj — координаты границ раздела слоев. Уравнение равновесия при поперечном изгибе
имеет вид

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ q0φ1(x, y) = 0, (6)

q0 — амплитуда нагрузки, φ1(x, y) — функция ее распределения по поверхности пла-
стинки. Для материалов, равносопротивляющихся растяжению и сжатию, диаграммы
деформирования достаточно надежно могут быть аппроксимированы кубическими
параболами [6,7] и, таким образом, можно принять зависимости

Φj(εu) = Ajεu +Bjε
3
u, (0 6 εu 6 ε∗j ), Bj = − Aj

3(ε∗j )
2
, ε∗j =

3σ∗j
2Aj

, (7)

Aj , σ∗j , ε
∗
j — модуль Юнга, предел прочности и предельная деформация предразру-

шения материала j-го слоя. Зависимости (7) позволяют рассматривать как упругое
(Bj = 0), так и неупругое при Bj 6= 0 состояние материала j-го слоя. Для слоистых
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конструкций по требованиям эксплуатации важно рассматривать два предельных со-
стояния [15]: первое — предельно упругое (когда для всех составляющих материалов
Bj = 0 и εu 6 ε0 6 min(ε0

1, ε
0
2, ... , ε

0
n), где ε0

j = σ0j/Aj и σ0j — предел упругости ма-
териала j-го слоя), и второе состояние — состояние предразрушения (когда Bj 6= 0,
εu 6 ε∗ = min(ε∗1, ε

∗
2, ... , ε

∗
n), σ∗j — предельная деформация предразрушения j-го слоя

материала слоистой пластинки). Эти предельные состояния, разумеется, не характе-
ризуют мгновенного опасного состояния эксплуатации, но указывают на определенные
надёжные эксплуатационные состояния несущей способности и жесткости рассмат-
риваемых слоистых пластин, после превышения которых может достаточно быстро
наступить опасность их реальной эксплуатации вследствие случайных отклонений от
режимов эксплуатации или ускоренной деградации свойств материалов.

Цель работы заключается в разработке относительно простой инженерной мето-
дики установления первого и второго предельных состояний для рассматриваемых
конструкций, а также возможно большего их расширения за счет подбора структу-
ры и расстановки материала слоев в конструкциях. Для реализации указанной цели,
наряду со слоистыми конструкциями, будут одновременно рассматриваться эталон-
ные однослойные пластинки тех же геометрических форм и условий нагружения с
толщиной 2H0 и характеристиками материала A0, B0, σ0

0, σ∗0, ε0
0, ε∗0.

Методика расчета. Для всех рассматриваемых пластин решение будем искать в
единообразной форме

wk(x, y) = WkΨk(x, y), w0(x, y) = W0Ψk(x, y), k = 1, 2, ... , n, (8)

где для слоистых и однородных (эталонных) пластинWk,W0 — константы, а функции
Ψk(x, y) для k-й пластинки подбираются так, чтобы были выполнены соответствую-
щие граничные условия закрепления на контуре. Например, если все три стороны
треугольной пластинки на рис. 1 будут защемлены, то можно принять

Ψ1(x, y) = x2y2
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (9)

Если стороны OA и OB на рис. 1 шарнирно-оперты, а сторона AB защемлена, то

Ψ2(x, y) = x3y3
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (10)

Если стороны OA и AB на рис. 1 защемлены, а сторона OB шарнирно-оперта, то

Ψ3(x, y) = x3y2
(x
a

+
y

b
− 1
)2
, (11)

и если стороны OB и AB защемлены, а сторона OA шарнирно-оперта, то

Ψ4(x, y) = x2y3
(x
a

+
y

b
− 1
)2
. (12)

Если все стороны прямоугольника OACB на рис. 2 защемлены, то

Ψ5(x, y) = x2y2
(x
a
− 1
)2 (y

b
− 1
)2
. (13)

Если же все они шарнирно-оперты, то

Ψ6(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)3
. (14)
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Если стороны AC и BC на рис. 2 защемлены, а стороны OA и OB шарнирно-оперты,
то

Ψ7(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)2 (y

b
− 1
)2
. (15)

Если три стороны OA, OB и AC на рис. 2 шарнирно-оперты, а сторона BC защемлена,
то

Ψ8(x, y) = x3y3
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)2
. (16)

Если параллельные стороны OB и AC на рис. 2 шарнирно оперты, а две других OA
и BC защемлены, то

Ψ9(x, y) = x3y2
(x
a
− 1
)3 (y

b
− 1
)2
. (17)

Если все стороны четырехугольника OACB на рис. 3 защемлены, то

Ψ10(x, y) = x2y2 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − ad]2. (18)

Если стороны OB и OA на рис. 3 шарнирно закреплены, а остальные защемлены, то

Ψ11(x, y) = x3y3 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − d]2. (19)

Если лишь одна сторона OA на рис. 3 шарнирно-оперта, а остальные защемлены, то
будем иметь

Ψ12(x, y) = x3y2 [(b− d)x− cy − bc]2 [dx− (a− c)y − ad]2. (20)

Аналогичные выражения получим для трапеции OACB на рис. 4, если в выражениях
(18)–(20) принять d = b.

Используя аппроксимацию (7) и выражения для прогибов (8), получим для изги-
бающих и крутящих моментов эталонных и слоистых пластин выражения

Mx = D1R1(w) +D2R2(w),

My = D1R3(w) +D2R4(w),

Mxy = D1R5(w) +D2R6(w),

(21)

где
R1(w) = 2κx + κy, R2(w) = (2κx + κy)κ

2
u,

R3(w) = 2κy + κx, R4(w) = (2κy + κy)κ
2
u,

R5(w) = κxy, R6(w) = κxyκ
2
u,

(22)

κ2
u = κ2

x + κ2
y + κxκy + κ2

xy,

D1 =
1

3

n∑
j=1

Aj(h
3
j − h3

j−1), D2 =
1

5

n∑
j=1

Bj(h
5
j − h5

j−1). (23)

Для материалов, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию, диаграммы
деформирования достаточно надежно могут быть аппроксимированы кубическими
параболами [7], и, таким образом, можно принять зависимости

Φj(εu) = Ajεu +Bjε
3
u, (0 6 εu 6 ε∗j ), Bj =

Aj
3(ε∗j )

2
, ε∗j =

3σ∗j
2Aj

, (24)

Aj , σ∗j , ε
∗
j — модуль Юнга, предел прочности и предельная деформация предразруше-

ния материала j-го слоя гибридной пластинки. Зависимости (24) позволяют рассмат-
ривать как упругое (при Bj = 0), так и неупругое (при Bj 6= 0) состояния материала
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j-го слоя. Для слоистых конструкций по требованиям эксплуатации важно рассмат-
ривать два предельных состояния [5,15]. Первое — предельно упругое, когда для всех
составляющих материалов Bj = 0 и εu 6 ε0 = min(ε0

1, ε
0
2, ... , ε

0
n), где ε0

j = σ0
j /Aj и σ

0
j —

предел упругости материала j-го слоя. Второе (состояние предразрушения), когда
Bj 6= 0, εu 6 ε∗ = min(ε∗1, ε

∗
2, ... , ε

∗
n), εk — предельная деформация предразрушения

k-го слоя пластинки. При этом, по характеру расположения материалов и геомет-
рическим параметрам слоев, будем выделять подклассы рациональных гибридных
конструкций и гибридных не вполне рациональных конструкций.

Под гибридными рациональными будем понимать такие слоистые гибридные пла-
стинки, в которых при заданном типе нагружения и закрепления первое или второе
предельное состояние реализуется одновременно во всех материалах. Это означает, с
учетом равенств (4), что для таких пластин в случае первого предельного состояния
расположение материалов и геометрические параметры слоев должны удовлетворять
соотношениям

hjκ
0
u = ε0

j , (j = 1, 2, ... , n), (25)

κ0
u =

ε0
1

h1
,

h2

h1
=
ε0

2

ε0
1

,
h3

h1
=
ε0

3

ε0
1

, ... ,
hn
h1

=
ε0
n

ε0
1

, (26)

ε0
n > ε0

n−1 > ... > ε0
1. (27)

Аналогично для второго предельного состояния гибридных рациональных пластин
должны выполняться соотношения

κ∗u =
ε∗1
h1
,

h2

h1
=
ε∗2
ε∗1
,
h3

h1
=
ε∗3
ε∗1
, ... ,

hn
h1

=
ε∗n
ε∗1
, (28)

ε∗n > ε∗n−1 > ... > ε∗1, (29)

которые определяют порядок расстановки материалов по толщине и соотношение
между геометрическими размерами слоев.

Существенно более широкий подкласс «не вполне рациональных проектов» при от-
сутствии ограничивающих требований на порядок расстанови слоев и взаимосвязи
их геометрических параметров можно анализировать, опираясь на концепцию «сла-
бейшего звена» в конкретных случаях. Из заданного множества материалов рассмат-
риваемых слоистых пластин «слабейшее звено» по первому предельному состоянию
определяется требованием

ε0 = min(ε1
0, ε

2
0, ... , ε

n
0 ), (30)

а второму предельному состоянию — требованием

ε∗ = min(ε∗0, ε
∗
0, ... , ε

∗
0). (31)

Тогда, если в рассматриваемой пластине k-й слой материала является слабейшим
звеном по первому предельному состоянию, то для этого случая

Bj = 0, (j = 1, 2, ... , n), κ0
u =

ε0

hk
, κ0

u = max
x,y∈S

κu(x, y). (32)

Для второго предельного состояния аналогичные выражения будут иметь вид

σ∗k = Akhk

[
1 +

Bk
Ak

(hkκu)2

]
, hm <

ε∗m
εk
hk, κu = max

x,y∈S
κu(x, y). (33)
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Пользуясь выражениями (1)–(5) и (7) для Mx, My, Mxy, получим

Mx = D1R1(w) +D2R2(w),

My = D1R3(w) +D2R4(w),

Mxy = D1R5(w) +D2R6(w),

(34)

R1(w) = 2κx + κy, R2(w) = (2κx + κy)κ
2
u,

R3(w) = 2κy + κx, R4(w) = (2κy + κx)κ2
u,

R5(w) = κxy, R6(w) = κxyκ
2
u,

(35)

κ2
u = κ2

x + κ2
y + κxκy + κ2

xy,

D1 =
1

3

n∑
j=1

Aj(h
3
j − h3

j−1), D2 =
1

5

n∑
j=1

Bj(h
5
j − h5

j−1).

И для прогиба w(x, y) из уравнения (6) получим

L1(w) + L2(w) + q0φ(x, y) = 0, (36)

L1(w) = D1

[
∂2R1

∂x2
+ 2

∂R5

∂x∂y
+
∂2R3

∂y2

]
, L2(w) = D2

[
∂2R2

∂x2
+ 2

∂R6

∂x∂y
+
∂2R4

∂y2

]
.

Необходимые граничные условия для уравнения (2) формулируются в зависимости
от условий закрепления на контуре, формулируются на основе граничных условий
классической Кирхгофовской теории пластин.

Учитывая сложный нелинейный характер разрешающего уравнения (36), дальней-
шее численное решение соответствующих задач будем строить на основе удобных мо-
дификаций метода Бубнова–Галеркина [16]. В первом приближении прогиб для соот-
ветствующих пластин будем искать в форме

w(x, y) = CiΨi(x, y), (37)

где Ci = const, а функция Ψi(x, y) подбирается так, чтобы были выполнены соответ-
ствующие граничные условия закрепления на контуре рассматриваемой пластины.

В частности, можно использовать, например, функции (9)–(20). Тогда, используя
для уравнения (37) процедуру приближенного решения задачи по методу Бубнова–Га-
леркина [16], для соответствующих коэффициентов Ci будем получать линейные для
первых предельных состояний и кубические для вторых предельных состояний алгеб-
раические уравнения связи этих коэффициентов с амплитудами действующих нагру-
зок. Аналитические решения этих уравнений можно выписать, пользуясь справочной
литературой [17]. Пользуясь этими решениями с известными выражениями для проги-
бов, далее необходимо решить задачу о поиске экстремума функции двух переменных
x, y ∈ S (S — поверхность рассматриваемой пластинки). Определить max

x,y∈S
κu(x, y).

Процедура решения такой задачи x, y ∈ S также известна из справочной литера-
туры [17]. Для нахождения соответствующих значений предельных нагрузок далее
необходимо использовать формулы (25)–(30) в зависимости от структур расположе-
ния материалов.
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WITH DIRECT ANGLE CONTOUR
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Abstract. For a class of hybrid polygonal plates with contours having a right angle under various
loading and securing conditions, an engineering method has been developed for determining the
first (extremely elastic) and second (pre-fracture) ultimate loads. The criteria for their achievement
were determined, the necessary systems of resolving equations were obtained, and the method for
solving them was described.
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