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Аннотация. Рассматривается деформирование вязкоупругого диска, вращающегося с изме-
няющейся скоростью (разгон, торможение и вращение с постоянной скоростью). Для матема-
тического моделирования процесса деформирования используется теория течения. При пред-
положении плоского напряженного состояния получена система дифференциальных уравне-
ний для определения полей напряжений, обратимых и необратимых деформаций и переме-
щений. Численное решение этой системы уравнений найдено с помощью конечно-разностного
метода. В случае решения осесимметричной задачи используется метод конечных элементов,
реализованный в пакете Freefem++. Рассмотрено деформирование полого диска и диска с
жестким включением, как постоянной толщины, так и переменной.

Ключевые слова: вязкоупругость, вращающийся диск, необратимое деформирование, оста-
точные напряжения.
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Расчету ползучести вращающихся дисков посвящено множество публикаций [1–8]
и др., поскольку во многих механизмах и машинах вращающиеся диски являются
одними из важных элементов. В процессе эксплуатации дисков может происходить
их необратимое деформирование с нежелательными изменениями их функциональ-
ных свойств. Как правило [1–6], при математическом моделировании необратимого
деформирования вращающихся дисков предполагают, что скорость вращения сохра-
няется постоянной. Однако в большинстве случаев диски работают при изменяющихся
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режимах эксплуатации. В работах [7, 8] исследовано деформирование упругого неод-
нородного диска, вращающегося с уменьшающейся скоростью. Настоящая работа по-
священа расчету напряженно-деформированного состояния вязкоупругого диска, вра-
щающегося с изменяющейся скоростью. Последовательно рассматриваются разгон,
вращение с постоянной скоростью и торможение диска. В данном случае наряду с
центробежными силами инерции также учитываются силы инерции, связанные с уг-
ловым ускорением.
Определяющие соотношения. При математическом моделировании исследуе-

мого процесса деформации будем считать малыми. Компоненты тензора полных де-
формаций dij в данном случае определяются как сумма упругих деформаций eij и
деформаций ползучести pij

dij = eij + pij =
1

2
(ui,j + uj,i) , ui,j =

∂ui
∂xj

, (1)

здесь ui — компоненты вектора перемещений.
Предполагаем, что напряжения в среде определяются упругими деформациями со-

гласно закону Гука
σij = λekkδij + 2µeij . (2)

где (2) λ, µ — параметры Ламе.
Считаем, что в процессе деформирования напряженное состояние не достигает по-

верхности текучести, а накопление необратимых деформаций свяжем с механизмом
ползучести. Для моделирования процесса ползучести воспользуемся теорией течения.
Тогда связь напряжений со скоростями необратимых деформаций εvij примем в виде
степенного закона ползучести Нортона:

εvij =
∂V

∂σij
, V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) . (3)

В соотношениях (3) B, n постоянные материала, V (σij) — потенциал ползучести,
σ1, σ2, σ3 — главные значения тензора напряжений.

Использование кусочно-линейных потенциалов в (3) приводит к необходимости про-
изводить расчеты в нескольких областях, соответствующих определенным граням и
ребрам. В то же время в рассматриваемом случае вид кусочно-линейного потенциала
сравним по сложности с непрерывным, поэтому в качестве Σ будем использовать

Σ =
√

3/2
√

(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2, σ =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3) (4)

Плоское напряженное состояние. Пусть кольцевой диск, механические свой-
ства которого описаны выше, вращается с переменной угловой скоростью ω(t). Внеш-
ний радиус диска r = R, внутренний — r = r0. Предполагая диск достаточно тонким,
считаем, что реализуется плоское напряженное состояние. Тогда отличными от нуля
будут компоненты напряжений σrr, σϕϕ и σrϕ.

Рассмотрим два вида граничных условий: свободный диск

σrr|r=r0 = σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0. (5)

и диск с жестким включением

ur|r=r0 = 0, σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0. (6)

Считаем, что до начала вращения диска напряжения и деформации в материале
отсутствуют.
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Полные деформации в рассматриваемом случае связаны с перемещениями соотно-
шениями:

drr =
∂ur
∂r

, drϕ =
1

2

(
∂uϕ
∂r
− uϕ

r

)
, dϕϕ =

ur
r
. (7)

Для отличных от нуля компонент тензора скоростей упругих деформаций, исполь-
зуя закон Гука (2), найдем

εerr =
2(λ+ µ)σ̇rr − λσ̇ϕϕ

2µ(3λ+ 2µ)
, εeϕϕ =

2(λ+ µ)σ̇ϕϕ − λσ̇rr
2µ(3λ+ 2µ)

, εerϕ =
σ̇rϕ
2µ

. (8)

Здесь и далее (.) обозначена производная по времени.
С началом процесса необратимые деформации увеличиваются за счет ползучести.

Тогда, воспользовавшись законом ползучести (3), найдем компоненты скоростей необ-
ратимых деформаций

ενrr=
Bn

2
(2σrr−σϕϕ)Q

n

2
−1
, ενϕϕ=

Bn

2
(2σϕϕ−σrr)Q

n

2
−1
, ενrϕ=

3Bn

2
σrϕQ

n

2
−1
,

ενzz = −Bn
2

(σrr + σϕϕ)Q

n

2
−1
, Q = σ2

rr + σ2
ϕϕ − σrrσϕϕ + 3σ2

rϕ. (9)

В случае вращения диска с переменной скоростью на диск будут действовать две
системы инерционных сил, связанные с наличием центростремительного rω2 и угло-

вого ускорений r
dω

dt
. Тогда уравнения равновесия для диска с переменной толщиной

h(r) запишем в виде

∂

∂r
(rh(r)σrr)− σϕϕh(r) = −ρr2ω2h(r),

∂

∂r
(rh(r)σrϕ) + σrϕh(r) = ρr2h(r)

dω

dt
. (10)

Компоненту тензора напряжений σrϕ найдем интегрируя второе уравнение равно-
весия (10) и используя граничное условие (5)

σrϕ =
ρ

r2

dω

dt

 R∫
r

r3h(r)dr

 . (11)

Согласно соотношениям (1) и (7) для скоростей деформаций получим

r
∂εeϕϕ
∂r

+ r
∂εpϕϕ
∂r

+ εeϕϕ + εpϕϕ − εerr − εprr = 0. (12)

При интегрировании первого уравнения равновесия (10) введем функцию напря-
жений ϕ(r, t)

σrr =
ϕ

rh(r)
, σϕϕ =

1

h(r)

∂ϕ

∂r
+ ρω2r2. (13)
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Тогда для определения этой функции напряжений ϕ(r, t) получим дифференциаль-
ное уравнение

r3(7λ+ 6µ)ρω2 + 2(λ+ µ)
(
r
(
∂2ϕ
∂r∂t + r ∂3ϕ

∂2r∂t

)
− ∂ϕ

∂t

)
2rµ(3λ+ 2µ)

+BnQ
n
2
−1×

×

(
7r2ρω2− 2ϕ

r +2
(
∂ϕ
∂r +r ∂

2ϕ
∂r2

))
2

+r
Bn

2

(
2

(
r2ρω2+

∂ϕ

∂r

)
−ϕ
r

)
∂

∂r

[
Q

n
2
−1

]
, (14)

Рис. 1. Распределение напряжений σ̃rr и σ̃ϕϕ

.

Рис. 2. Распределении Σ при различных режимах разгона диска

.

Для численного решения данного уравнения воспользуемся конечно-разностным
методом. Граничные и начальные условия для функции напряжений ϕ(r, t)
для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью:

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(r0, t) = 0, ϕ(R, t) = 0; (15)
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для диска с жестким включением:

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(R, t) = 0,

2(λ+ µ)

(
∂2ϕ

∂r∂t

∣∣∣
r=r0

+ 2ρr2
0ω(t)ω′(t)

)
− λ

r0

∂ϕ

∂t

∣∣∣
r=r0

+

+µ(3λ+ 2µ)Bn

(
2

(
r2

0ρω
2 +

∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=r0

)
− ϕ(r0)

r0

)[
Q(ϕ(r0, t), r0, t)

]n
2
−1

= 0.

По известной функции напряжений ϕ(r, t) можно найти компоненты тензора напря-
жений σrr, σϕϕ, компоненты обратимых err, eϕϕ и необратимых prr, pϕϕ деформаций.
Для нахождения перемещения ur воспользуемся соотношением ur = r(eϕϕ + pϕϕ).
Компоненту перемещений uϕ получим решая дифференциальное уравнение

∂uϕ
∂r
−uϕ
r

= 2(erϕ + prϕ), erϕ=
ρ

2µr2

dω

dt

 R∫
r

r3h(r)dr

 , prϕ =

t∫
0

ενrϕdt, uϕ

∣∣∣
r=r0

=r0 sin θ(t).

Считаем, что угловая скорость в промежутке времени 0 ≤ t ≤ t3 возрастает, затем
при t3 ≤ t ≤ t4 поддерживается постоянной, и далее уменьшается до нуля t4 ≤ t ≤ t7).

Результаты расчетов приведены в безразмерных переменных r̃ = r
R , τ = t

√
α, σ̃ij =

σij
µ

, ũi =
ui
R

при значении постоянных

λ = 79.61ГПа, µ = 119.42ГПа, B = 3.5 · 10−25c−1Паn−1, n = 3,

ρ = 8000
кг
м3
,

r0

R
= 0.2, α = 400c−2, β = 200c−2.

Рис. 3. Изменение напряжений с течением времени

Распределения напряжений в зависимости от радиуса для диска постоянной толщи-
ны в различные моменты времени приведено на рис. 1 (черная линия — вязкоупругое
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решение, синяя линия — упругое). Здесь и далее результаты расчетов приведены для
кусочно-линейного закона изменения углового ускорения. Различие в распределении
Σ при различных режимах разгона диска показано на рис. 2, при более резком разгоне
Σ может существенно увеличиваться даже при одинаковых итоговых скоростях вра-
щения. Изменение напряжений с течением времени показано на рис. 3. Распределение
перемещения ur по радиусу в различные моменты времени приведено на рис. 6. Для
дисков с переменными профилями и одинаковой массой распределение напряжений
σ̃rr и σ̃ϕϕ показано на рис. 5 (h1(r) = krm — красная линия, h2(r) = ke−( r

R
)l — синяя

линия, h3r) = h0 — черная линия).

Рис. 4. Распределение перемещений в зависимости от радиуса

Рис. 5. Распределении напряжений для различных профилей дисков

.

Осесимметричная задача. Для более точного расчета утолщенных вращающих-
ся дисков необходимо решить пространственную задачу с осевой симметрией. Для
этого будем использовать метод конечных элементов. В рассматриваемом случае для
компонент полных деформаций имеем:

drr =
∂ur
∂r

, dϕϕ =
ur
r
, dzz =

∂uz
∂r

, (16)

drϕ =
1

2

(
∂uϕ
∂r
− uϕ

r

)
, drz =

1

2

(
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

)
, dzϕ =

1

2

(
∂uϕ
∂z

)
.

Принцип возможных перемещений запишем в виде∫
V
σ : δεdV =

∫
V
ρf · δudV +

∫
ST

T · δudS, δu (δu = 0 на Su), (17)

где f — вектор массовых сил (в нашем случае силы инерции, связанные с центростре-
мительным и угловым ускорениями), T — поверхностные силы. Шаг по времени ∆t
выберем достаточно малым. Предполагаем, что в момент времени t все величины
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Рис. 6. Распределение интенсивностей напряжений Σ/µ зависимости от радиуса

известны, и необходимо их определить в следующий момент времени t + ∆t. При-
ращения напряжений связаны с приращением обратимых деформаций законом Гука
(2):

∆σij = λ∆ekkδij + 2µ∆eij (18)

Тогда линеаризованное уравнение принципа возможных перемещений, записанное
в приращениях:∫

V
∆σ : δddV =

∫
V
ρt+∆t f · δudV +

∫
ST

t+∆tT · δudS −
∫

V

tσ : δddV . (19)

Численное решение задачи найдено методом конечных элементов с применением
пакета FreeFem++. На рис.5 показаны распределения интенсивностей напряжений в
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зависимости от радиуса в различные моменты времени для диска постоянной толщи-
ны и диска параболического профиля (масса дисков одинаковая).
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DEFORMATING OF A VISCOELASTIC DISK ROTATING WITH
ACCELERATION

Institute of Automation and Control Processes of FEB RAS, Vladivostok, Russia

Abstract. The deformation of a viscoelastic disk rotating with a changing speed is considered.
Within the framework of the theory of flow, relations are obtained that allow one to calculate the
fields of stresses, strains, displacements, and velocities. To solve these equations in the case of a
plane stress state, the finite-difference method is used, in the case of an axisymmetric problem, the
finite element method implemented in the Freefem ++ package is used. Acceleration, braking and
rotation at a constant speed are considered. The deformation of a hollow disk and a disk with a
hard inclusion of both a constant thickness and a variable is considered.

Keywords: viscoelasticity, rotating disk, irreversible deformation, residual stresses
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