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Аннотация. Строится плоская модель линейно упругого тела, в которой постулат о диф-
феоморфизме (предположение о гладкости поля перемещений) значительно ослаблен. Вместо
одного поля перемещений, которое фигурирует в классической модели, вводятся два гладких
поля перемещений. Рассмотрены постановки краевых задач, доказана теорема единственно-
сти.
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1. Введение. Основные труды профессора Д.Д.Ивлева и его научной школы по-
священы механике деформирования пластических сред [1–3]. Благодаря им ряд раз-
делов теории пластичности приобрел вполне законченный, классический вид.

Как известно, математическая теория пластичности так же, как и теория упру-
гости, базируется на двух постулатах. Первый — среда предполагается сплошной и
второй — поле перемещений предполагается достаточно гладким, т.е. имеет частные
производные по координатам (постулат о диффеоморфизме [4]). Определенные ком-
бинации частных производных представляют собой меры деформаций. На этой осно-
ве строятся определяющие уравнения и затем решаются краевые задачи. Постулат о
диффеоморфизме, как правило, не обсуждается и считается чем-то само собой разу-
меющимся. Кажется удивительным, что необходимость его ослабления можно увидеть
уже на самых первых шагах построения теории. Причем из соображений чисто логи-
ческого характера, даже не прибегая к аргументам, связанным с экспериментальными
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данными о структурных уровнях деформирования реальных сред (горных пород, в
частности).

Действительно, возьмем элементарный объем сплошной среды (рис. 1, плоская де-
формация, статика, упругость). Его кинематика описывается четырьмя векторами
смещений центров граней элементарного объема (восемь степеней свободы). Им соот-
ветствует четыре вектора сил (также восемь степеней свободы). Последние связаны
между собой тремя уравнениями равновесия: два уравнения на силы и одно уравнение
на момент. Остается пять степеней свободы.

Рис. 1.

Далее, определяющие уравнения не должны зависеть от смещения и поворота эле-
ментарного объема как жесткого целого (три степени свободы). Остается пять кинема-
тических инвариантных степеней свободы. Следовательно, определяющих уравнений
должно быть в точности пять. Однако в классической теории упругости их только три
(закон Гука)! Анализ [5] показывает, что два уравнения неявно содержатся в предпо-
ложении о гладкости поля перемещений, т.е. в постулате о диффеоморфизме (ниже
они будут выписаны явно). Таким образом, если говорить о классической модели ли-
нейно упругого тела, то можно сказать, что 60% информации о поведении материала
дает закон Гука и 40% — предположение о существовании частных производных.
Аналогичная ситуация имеет место и в других областях механики [6, c. 402–408]. Это
означает только одно — предположение о гладкости не должно приниматься как са-
мо собой разумеющееся, но должно подвергаться анализу не менее тщательному, чем
анализ собственно определяющих уравнений. Во всех случаях имеет смысл рассмат-
ривать варианты теорий, где это предположение либо снято, либо в той или иной
степени ослаблено.
2. Модель линейно упругого тела. Рассмотрим данную возможность для мо-

дели линейно упругого тела. Обратимся к рис. 1. Обычно элементарный объем среды
представляется как элемент, выделенный координатными поверхностями (линиями в
плоском случае). Для плоских декартовых координат — это элементарные квадраты.
Ничто не мешает элементарные объемы и контакты между ними представлять себе
и так, как это показано на рис. 1. Предположения о существовании частных произ-
водных поля перемещений означает, что локально поле смещений является линейным
и, значит, деформация элементарного объема ABCD может быть только аффинной
(три степени свободы, которые как раз и описываются тремя уравнениями — законом
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Гука — в классической теории). Верно и обратное: если деформация элементарного
объема не сводится к аффинной (т.е. локально поле перемещений является нелиней-
ным), то это возможно только за счет ослабления постулата о диффеоморфизме.

Пять инвариантных кинематических переменных, которые упоминались выше, опи-
сывают относительное изменение длин материальных волокон AC и BD, изменение
угла между ними, а также локальный изгиб элементарного объема ABCD. Если ui(A),
i = 1, 2 — компоненты смещения точки A, то

κi =
1

2

(
ui(A) + ui(C)

2
− ui(B) + ui(D)

2

)
— это компоненты локального изгиба.

Для бесконечно малого элементарного объема относительные смещения точек A и C
(т.е. на контактах вдоль оси Ox1) малы. Поэтому vi — поле смещений, определенное
на контактах этого типа, можно считать гладким.

Аналогично можно считать гладким и поле смещений wi, определенное на контак-
тах типа B, D. Таким образом, одному локально неаффинному полю смещений ui
ставится в соответствие два гладких поля перемещений vi и wi.

В случае линейно упругого тела соответствующая система уравнений имеет вид [5]
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(1)

где X1, X2 — компоненты объемной силы; E, ν, µ = E/2(1 + ν), η — упругие постоян-
ные; σ11, σ22, σ12 — компоненты тензора напряжений.

Модель (1) переходит в классическую, если положить

v1 − w1 = 0, v2 − w2 = 0. (2)

Это и есть те два уравнения, которые эквивалентны предположению о гладкости поля
перемещений.
3. Теорема единственности. В классической модели фигурирует одно поле пере-

мещений. Поэтому вопрос о корректных краевых задачах решается самым естествен-
ным образом. А как быть с двумя полями перемещений?

Рассмотрим краевые условия, обеспечивающие единственность решения. Прежде
всего отметим, что при η = 0 среда является изотропной, а при η 6= 0 — анизотроп-
ной. В этом смысле можно сказать, что среда является изотропной по отношению к
напряжениям — деформациям и анизотропной по отношению к градиентам напряже-
ний — локальным изгибам. Можно дать различную интерпретацию этого типа ани-
зотропии. Например, можно представить элементарный объем как регулярную упа-
ковку идеально упругих частиц микроуровня (см. рис. 1). Такая упаковка выделяет
два ортогональных направления. Для краткости будем называть их горизонтальным
и вертикальным направлениями или площадками. Возьмем элемент среды 2l × 2l,
ограниченный указанными площадками. Подсчитаем работу внешних сил, отнесем ее
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к (2l)2 и рассмотрим предел при l → 0. В результате для удельной работы получим
выражение в дивергентной форме, которое сразу преобразуем к следующему виду:
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Пусть s — деформируемая область, ограниченная контуром L с внешней норма-
лью n̄. Тогда∫∫

s

W ds =

∫
L

[(σ11v1 + σ12v2)n1 + (σ12w1 + σ22w2)n2] dl = −
∫
L

Ē · n̄ dl,

где Ē = −(σ11v1 + σ12v2, σ12w1 + σ22w2) — направление линии тока энергии [7–9].
Дальше можно действовать по обычной схеме. Пусть имеется два решения, которые

отметим одним и двумя штрихами. Их разность обозначим без штрихов. Система
уравнений (1) линейна. Поэтому данная система имеет место также и для решения-
разности.

Далее для решения-разности вторая квадратная скобка в (3) тождественно равна
нулю (объемные силы для обоих решений одинаковы). Первая скобка сводится к сум-
ме квадратов и поэтому всегда неотрицательна. Следовательно, единственность будет
иметь место, если

Ē · n̄ = 0, (4)

т.е. для решения-разности поток энергии скользит вдоль границы тела.
Полученное краевое условие совпадает с традиционным только для двух крайних

случаев. В первом случае участок границы горизонтален, n1 = 0, n2 = ±1 и

σ12w1 + σ22w2 = 0. (5)

Следовательно, на этом участке границы задан либо вектор напряжений, либо век-
тор смещений, либо их определенная комбинация, приводящая к условию (5). Для
вертикальных участков границы n1 = ±1, n2 = 0 ситуация аналогична.

В общем случае, когда n1 · n2 6= 0, краевое условие (4) отличается от традици-
онных существенно. Опыт численного решения задач показывает, что удобнее всего
общую ситуацию свести к рассмотренным выше частным случаям [10, 11]. Для этого
достаточно границу тела аппроксимировать ломаной, состоящей из горизонтальных
и вертикальных отрезков. На каждом из таких отрезков можно ставить уже обычные
краевые условия типа (5). Для теоретического обоснования такой задачи изломы гра-
ницы можно сгладить дугами окружностей радиуса r и затем перейти к пределу при
r → 0.
4. Заключение. Таким образом, в плоском случае система определяющих урав-

нений теории упругости должна содержать пять независимых уравнений. В класси-
ческой теории явно формулируются только три уравнения. Два уравнения в неявном
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виде содержатся в постулате о диффеоморфизме — предположении о гладкости по-
ля перемещений. Предположение о гладкости означает, что локально поле смещений
является линейным, а деформация элементарного объема — аффинной. Строится мо-
дель упругости, в которой постулат о диффеоморфизме ослаблен — вместо одного
поля перемещений вводится два поля. Доказана теорема единственности и рассмот-
рены постановки краевых задач.
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