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Аннотация. Как известно при нагревании твердые тела, в частности металлы, испытыва-
ют температурные деформации, связанные с эффектом линейного расширения. При этом,
несмотря на то, что эти деформации малы, соответствующие им напряжения могут оказаться
достаточно большими, зачастую превосходящими предел текучести материала. В связи с этим
для описания напряженно-деформированных состояний тел, находящихся под действием вы-
соких температур, необходимо учитывать неупругое поведение материалов. Определению на-
пряжений и деформаций в упругопластических задачах посвящено множество работ, в том
числе исследования [1–10]. В некоторых из них [1], [5–10] рассматривается температурное воз-
действие на тела различной конфигурации. В настоящей работе решается задача об определе-
нии осесимметричного поля напряжений в плоском диске при воздействии на него точечного
источника тепла (например, точечная сварка). Материал диска моделируется упрочняющей-
ся упругопластической средой. Задача решалась в рамках плоско-напряженного состояния
методом малых возмущений. В аналитическом виде получены соотношения, описывающие
распределение полей напряжений в упругой и пластической областях деформирования. В
качестве условий сопряжения решений на упругопластической границе использовались усло-
вия неразрывности радиальной и окружной компонент тензора напряжений и радиальной
компоненты вектора перемещений.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим плоский диск, в центре которого помещен то-
чечный источник тепла с большим запасом внутренней энергии. Материал диска бу-
дем моделировать анизотропно упрочняющейся упругопластической средой, физико-
механические константы которой не зависят от распределения температуры. Реше-
ние будем проводить при условии реализации в диске осесимметричного плоского на-
пряженного состояния. В этом случае все величины, характеризующие напряженно-
деформированное состояние рассматриваемого тела будут зависеть лишь от расстоя-
ния r до точечного источника тепла. При этом на бесконечном удалении от него ком-
поненты напряжений стремятся к нулевым значениям. Так как тепловой источник
теоретически может обладать сколь угодно высокой температурой, то в его окрестно-
сти будет возникать зона неупругих деформаций радиусом R(t), зависящим от вре-
мени t.

В рамках приведенной выше постановки задачи напряженно-деформированное сос-
тояние плоского диска в цилиндрической системе координат (r, θ, z) будет описываться
следующими соотношениями:

— уравнение равновесия:
∂σr
∂r

=
σθ − σr

r
, (1.1)

где σr, σθ — радиальная и окружная компоненты тензора напряжений соответственно;
— соотношения Коши:

er =
du

dr
, eθ =

u

r
, (1.2)

где er, eθ — радиальная и окружная компоненты тензора деформаций соответственно,
u — радиальная компонента вектора перемещений;

— связь полных деформаций с пластической и упругой составляющими:

er = epr + eer, eθ = epθ + eeθ, ez = epz + eez, (1.3)

где epr , epθ, e
p
z и eer, e

e
θ, e

e
z — главные компоненты тензора пластических и упругих де-

формаций соответственно.
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В качестве условия пластичности примем условие аналогичное условию
Ишлинского-Прагера [5]:

(σr − σθ − c(epr − e
p
θ))

2 + (σr − c(epr − epz))2 + (σθ − c(epθ − e
p
z))

2 = 2k2, (1.4)

где c — коэффициент упрочнения; k — предел текучести.
Ассоциированный закон пластического течения тогда будет иметь вид

depr = 2dλ(2σr − σθ − c(2epr − e
p
θ − e

p
z)),

depθ = 2dλ(2σθ − σr − c(2epθ − e
p
r − epz)),

depz = −2dλ(σr + σθ + c(2epz − e
p
θ − e

p
r)),

(1.5)

где dλ — скалярный положительный множитель.
Связь напряжений с упругими деформациями выберем в виде закона Гука

σr =
2G

1− ν
[eer + νeeθ − (1 + ν)αT ] , σθ =

2G

1− ν
[eeθ + νeer − (1 + ν)αT ] , (1.6)

где G — модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона; α — коэффициент линейного
температурного расширения; T (r, t) — температура, которая определяется из решения
уравнения теплопроводности (см. [1, 4]).

Граничные условия:
σr

∣∣∣
r=∞

= 0. (1.7)

Условия сопряжения:

[σr]
∣∣∣
r=R

= [σθ]
∣∣∣
r=R

= [u]
∣∣∣
r=R

= 0. (1.8)

В условиях (1.8) квадратные скобки обозначают разность соответствующих вели-
чин в пластической и упругой областях деформирования.

Решение проведем в безразмерных переменных, оставив им их исходные обозначе-
ния. При этом все величины имеющие размерность напряжений отнесем к пределу
текучести материала.
2. Решение и результаты. Для решения данной задачи был использован метод

малого параметра, согласно которому

σr = σ0
r + δσ′r, σθ = σ0

θ + δσ′θ,

er = e0
r + δe′r, eθ = e0

θ + δe′θ, ez = e0
z + δe′z,

c = c0 + δc′, α = α0 + δα′, λ = λ0 + δλ′, R(t) = R0(t) + δR′(t),

(2.1)

где величины с индексом «0» относятся к нулевому приближению, а с индексом «′» —
к первому. Причем

c = δc′, α = α0. (2.2)

Распределение поля напряжений в нулевом приближении для упругой зоны дефор-
мирования, следуя [1], примем в форме

σ0
r = −2G

(
1

r2

(
A(t) + α0(1 + ν)

∫
Tr dr

))
, σ0

θ = −σ0
r − 2GTα0(1 + ν). (2.3)

Напряжения в нулевом приближении для пластической области согласно [1] опре-
делятся соотношениями

σ0
r = σ0

θ = −1. (2.4)
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В первом приближении для упругой зоны согласно [2,3] распределение напряжений
имеет вид

σ′r =
2G

1− ν

[
C1(t)(1 + ν)− C2(t)

1

r2
(1− ν)

]
,

σ′θ =
2G

1− ν

[
C1(t)(1 + ν) + C2(t)

1

r2
(1− ν)

]
. (2.5)

Соотношения, определяющие напряжения в первом приближении в пластической
области:

σ′r =
1

r2

[
3c′r2(1 + 2ν)

G(1 + ν)
−
∫

2Grα0(1 + ν)T dr + C(t)

]
,

σ′θ = − 1

r2

[
3c′r2(1 + 2ν)

G(1 + ν)
−
∫

2Grα0(1 + ν)T dr + C(t)

]
+6c′

(
1 + 2ν

G(1 + ν)
− α0T

)
. (2.6)

В вышеприведенных выражениях C(t), C1(t), C2(t), A(t) — функции времени. Для
определения C1(t) и C2(t), A(t) и радиуса упругопластической границы воспользуемся
линеаризованными условиями сопряжения (1.8) для первого и нулевого приближения
соответственно. Для определения C(t) воспользуемся условием

σ′r(0, t) = 3c′
(

1 + 2ν

G(1 + ν)
− α0T

)
, (2.7)

полученным аналогично [4].
Отметим, что определение решения в упругой области проводилось классическими

методами теории упругости с учетом температурных эффектов, а уравнения для опре-
деления напряженного состояния в пластической зоне в первом приближении были
получены из решения системы (1.1) - (1.6) методом приведенным в [4].

Полагая c = 0, приходим к выражениям для напряжений, полученным в [1] для
упругопластического материала.
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Abstract. As you know, when heated, solids, in particular metals, experience thermal
deformations associated with the effect of linear expansion. Moreover, in spite of the fact that these
strains are small, the corresponding stresses can be quite large, often exceeding the yield stress of the
material. In this regard, to describe the stress-strain states of bodies exposed to high temperatures,
it is necessary to take into account the inelastic behavior of materials. Determination of stresses
and strains in elastoplastic problems has been the subject of many works, including studies [1–10].
Some of them [1], [5–10] consider the temperature effect on bodies of various configurations. In this
work, we solve the problem of determining the axisymmetric stress field in a flat disk when exposed
to a point heat source (for example, spot welding). The disc material is modeled by a hardening
elastoplastic medium. The problem was solved within the plane-stressed state by the method of
small perturbations. In an analytical form, relations are obtained that describe the distribution of
stress fields in elastic and plastic deformation regions. The conditions of continuity of the radial
and circumferential components of the stress tensor and the radial component of the displacement
vector were used as conditions for conjugation of solutions on the elastoplastic boundary.

Keywords: plasticity, hardening, elasticity, perturbation method, temperature stresses.
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