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Аннотация. В работе рассматривается решение задачи о распространении плоской термо-
упругой гармонической волны в гемитропной микрополярной среде. Приводятся два варианта
динамических уравнений гемитропного микрополярного континуума. Определены простран-
ственные поляризации волн перемещений и микровращений относительно волнового вектора
плоской волны. Обсуждается качественный характер возможных волновых решений урав-
нений связанной термоупругости. Отдельно рассматривается случай атермической волны.
Вычисление волновых чисел приводится к исследованию одного кубического уравнения с
вещественными коэффициентами.
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1. Вводные замечания. Развитие современных методов производства материа-
лов и метаматериалов в значительной степени определяется развитием новых способов
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аддитивного производства. Получаемые таким способом материалы обладают микро-
структурными особенностями. Для описания механического поведения таких матери-
алов требуются современные неклассические модели механики сплошных сред. К та-
ким моделям относятся гемитропные микрополярные континуумы. Основной особен-
ностью таких континуумом является чувтсвительность к преобразованиям, изменяю-
щим ориентацию пространства, например, зеркальным отражениям и инверсиям про-
странства. Практическая значимость исследований этой области механики контину-
ума связана с моделированием поведения биоматериалов используемых в трансплан-
тологии медицинских материалах, сотовых конструкциях, керамиках, пенах. Биоло-
гические ткани животного происхождения (мышечная ткань, длинные кости, стенки
кровеносных сосудов) проявляют гемитропные свойства, что подтверждается много-
численными исследованиями [1–3].

Термомеханика микрополярных континуумов бурно развивающаяся область меха-
ники сплошных сред, о чем свидетельствует многочисленные монографии, посвящен-
ные этому вопросу [1–8]. Однако, большинство из них посвящено вопросам моделиро-
вания линейных изотропных микрополярных сред. В общем случае микрополярной
анизотропии упругий материал задается 171-ой определяющей постоянной, что суще-
ственно осложняет анализ систем уравнений, возникающих при решении прикладных
задач. Полуизотропное (гемитропное) тело задается девятью определяющими кон-
стантами, что всего на три больше, чем в изотропном случае.

Волновые задачи механики микрополярных континуумов возникают при моделиро-
вании процессов медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование,
сонография, спектральная допплерография. Теоретической основой для этих мето-
дов могут служить задачи о распространении гармонических волн в сплошной сре-
де [9–12]. Исследованиям решений волновых задач термомеханики микроплярных
континуумов посвященая обширная литература [4–8, 12]. В настоящей работе рас-
сматривается задача о распространении плоской гармонической волны в гемитропном
микрополярном континууме.

2. Динамические уравнения гемитропной микрополярной среды. В ра-
боте [4] приведен подробный вывод динамических уравнений для гемитропных сред.
Векторная форма таких уравнений, в отсутствии массовых сил и моментов, записы-
вается в виде

G[(1 + c1)∇ ·∇u + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+

+ 2c1∇× φ+ Lc′4∇∇ · φ+ Lc′5∇ ·∇φ] = ρü,

GL2
[
(1 + c2)∇ ·∇φ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · φ+ L−1c′4∇∇ · u+

+ L−1c′5∇ ·∇u + L−1c′6∇× φ
]
− 2Gc1(2φ−∇× u) = Iφ̈.

(1)

где введены обозначения

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6, (2)

u— вектор перемещений, φ— вектор микровращений, G— упругий модуль сдвига ,
ν —коэффициент Пуассона, L— характерная длина микрополярной теории, c1, c2, c3,
c4, c5, c6 —не имеющие физической размерности определяющие постоянные, ρ—мас-
совая плотность, I—коэффициент микроинерции, ∇—пространственный оператор
Гамильтона.
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В случае термоупругого континуума уравнения (1) следует дополнить слагаемы-
ми, отвечающими за термоупругую связанность, и уравнением теплопроводности. В
дальнейшем мы будем рассматривать упрощенный вариант связанных уравнений ге-
митропной термоупругой среды, когда из полного набора гемитропных слагаемых
остается только температурный градиент ς∇θ. Система динамических уравнений в
этом случае записыватся в виде

(µ+ α)∇ ·∇u + (µ− α+ λ)∇∇ · u + 2α∇× φ− η∇θ = ρü,

(γ + ε)∇ ·∇φ+ (γ − ε+ β)∇∇ · φ+ 2α∇× u− 4αφ− ς∇θ = Iφ̈,

c

κ
θ̇ = ∇ ·∇θ − 1

κ
(η∇ · u̇ + ς∇ · φ̇),

(3)

где θ—превышение температуры над отсчетной температурой θ0, κ— отношение ко-
эффициента теплопроводности к θ0, c— отношение теплоемкости единицы объема при

постоянной нулевой деформации к θ0, η = 2G
1 + ν

1− 2ν

∗
α, ∗α—коэффициент линейного

теплового расширения, ς = 2GL2
∗
β, GL2 = γ,

∗
β коэффициент теплового искажения.

3. Плоская гармоническая термоупругая волна. Исследуем решения си-
стемы (3) в форме плоских волн перемещений, микровращений и температуры:

u = Aei(k·r−ωt), φ = Sei(k·r−ωt), θ = Bei(k·r−ωt) (4)

где r—радиус-вектор; k— (комплексный) волновой вектор; ω—циклическая частота;
A, S— (комплексные) векторы пространственной поляризации волны; B — (комплекс-
ная) амплитуда температурного инкремента.

В результате подстановки вектора перемещений, вектора микровращений и темпе-
ратуры (4) в динамические уравнения (3) получим уравнения для волнового вектора
k и векторов поляризации плоской волны A, S (k2 = k · k)

− (µ− α+ λ)(k ·A)k− [(µ+ α)k2 − ρω2]A + 2αik× S− ηikB = 0,

− (γ − ε+ β)(k · S)k− [(γ + ε)k2 + 4α− Iω2]A + 2αik×A− ςikB = 0,

− k2B +
c

κ
iωB − η

κ
ω(k ·A)− ς

κ
ω(k · S) = 0,

(5)

Из системы уравнений (5) легко получить выражения для проекций векторов по-
ляризации A и S на волновой вектор k:

A · k =
ηik2B

−(λ+ µ− α)k2 − (µ+ α)k2 + ρω2
,

S · k =
ςik2B

−(β + γ − ε)k2 − (γ + ε)k2 − 4α+ Iω2
.

(6)

Из соотношений (6) видно, что в связанной термоупругой волне (B 6= 0) оба вектора
поляризации A и S имеют ненулевые проекции на волновой вектор k, т.е. указанная
волна всегда содержит продольные составляющие перемещений и микровращений.
Более того, можно показать, что она является чисто поперечной, т.е. поперечные
составляющие перемещений и микровращений равны нулю. Упомянутые проекции
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легко исключаются из системы уравнений (5), поскольку достаточно просто выра-
жаются через комплексную амплитуду инкремента температуры B. В частности, их
исключение возможно в третьем уравнении рассматриваемой системы [13].

4. Волновые числа плоской гармонической термоупругой волны. По-
скольку комплексная амплитуда инкремента температуры отлична от нуля в терми-
ческой волне, то для квадрата волнового числа сразу же получается дисперсионное
уравнение. Вводя безразмерное волновое число k̃ = k/k‖ и опуская тильду, имеем

s2

iω′
k2 +

s2
‖k

2

1− k2
+

µs
2
‖k

2

1− 1

ω′2
− d2
‖k

2

= 1, (7)

где

ω′ =
ω

Ω
, Ω2 =

4α

I
, s2 =

Ωκ

cc2
‖
, c2

‖ =
λ+ 2µ

ρ
,

s2
‖ =

η2

ρκc2
‖
, µs

2
‖ =

ς2

Iκc2
‖
, d2

‖ =
µc

2
‖

c2
‖
, µc

2
‖ =

β + 2γ

I
.

Заметим, что уравнение (7) теряет смысл для волновых чисел

k2 = 1, k2 = d−2
‖ (1− ω′−2).

Несложно показать, что данным волновым числам могут соответствовать только хо-
лодные атермические волны, характеризующиеся условием B = 0.

Если вместо частоты оперировать с величиной

τ−1 = iω′,

то для квадрата волнового числа можно получить бикубическое уравнение

e0k
6 + e1k

4 + e2k
2 + e3 = 0 (8)

с коэффициентами

e0 = −i(iτ)s2d2
‖, −e1 = −i(iτ)s2(d2

‖ + 1− (iτ)2) + (1 + s2)d2
‖ + µs

2
‖,

e2 = [1− (iτ)2][−i(iτ)s2 + s2
‖ + 1] + µs

2
‖ + d2

‖, e3 = −[1− (iτ)2].

Корни бикубического уравнения (8) можно определить с помощью известных фор-
мул. Все они (три из них дают нормальные волновые числа) имеют ненулевые мнимые
части. Далее рассмотрим известные из алгебры представления формальных корней
кубического уравнения.

На комплексной плоскости рассмотрим алгебраическое кубическое уравнение

e0w
3 + e1w

2 + e2w + e3 = 0. (9)

Здесь w обозначает комплексную переменную; e0, e1, e2, e3 —коэффициенты (вообще
говоря, комплексные) кубического уравнения.

Корни уравнения вычисляются по известным формулам

w = − e1

3e0
+w′ = − e1

3e0
+λ+µ = − e1

3e0
+

3

√
−e
′
3

2
+

√
− D

4 · 27
+

3

√
−e
′
3

2
−
√
− D

4 · 27
. (10)
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Здесь приняты обозначения

e′2 =
e2

e0
− e2

1

3e2
0

, e′3 =
2e3

1

27e3
0

− e1e2

3e2
0

+
e3

e0
, Ej =

ej
e0

(j = 1, 2, 3),

D = −27e′23 − 4e′32 = E2
1E

2
2 − 4E3

1E3 − 27E2
3 − 4E3

2 + 18E1E2E3.

(11)

Процедура поиска и исследования корней кубического уравнения (9) подробно из-
ложена в [12], включая самый сложный неприводимый случай.

5. Заключение.
1. Рассмотрено решение задачи о распространении плоской термоупругой гармо-

нической волны в гемитропной микрополярной среде.
2. Приводятся два варианта динамических уравнений гемитропного микрополяр-

ного континуума.
3. Определены пространственные поляризации волн перемещений и микровра-

щений относительно волнового вектора плоской волны.
4. Обсуждается качественный характер возможных волновых решений уравне-

ний связанной термоупругости. Отдельно рассматривается случай атермиче-
ской волны.

5. Вычисление волновых чисел приводится к исследованию одного кубического
уравнения с вещественными коэффициентами.
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PLANE THERMOELASTIC HARMONIC WAVES IN HEMITROPIC
MICROPOLAR MEDIA

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper is devoted to the problem of a plane thermoelastic harmonic wave
propagation in hemitropic micropolar media. Two versions of the dynamic equations of the
hemitropic micropolar continuum are presented. The spatial polarizations of the displacements and
microrotations waves relative to the wave vector of a plane wave are determined. The characterictic
features of possible wave solutions of the coupled thermoelasticity problems are discussed. The case
of athermal waves is separately considered. Computation of wave numbers is reduced to the analysis
of a cubic equation with real coefficients.
Keywords: wave, polarization, wave vector, microstructure, micropolarity, director, wavenumber,
hemitropicity, thermoelasticity
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