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Аннотация. Работа посвящена исследованию температурных напряжений в пластине из
среднеуглеродистой легированной стали, по поверхности которой с определенной скоростью
проходит прямолинейно источник тепла. Математическая модель строится на основе модели
Прандтля – Рейса, в которой закон Гука заменен законом Дюамеля – Неймана. В качестве
условия пластического течения принимается условие Мизесса, где предел текучести парабо-
лически зависит от температуры. Рассматриваются поля остаточных напряжений в зависи-
мости от скорости прохождения источника тепла. Значения остаточных напряжений, полу-
ченные в результате расчета, сравниваются с экспериментальными напряжениями, снятыми
с пластины при помощи анализатора остаточных напряжений RIGAKU.
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Введение
В производстве металлоконструкций чаще всего встречаются следующие тепловые

процессы: горячая посадка, сварка, штамповка. Их объединяет возникновение необ-
ратимых деформаций вследствие высокой температуры. Деформации такого рода по-
вышают поле остаточных напряжений и оказывают влияние на эксплуатационную
прочность конструкций. В настоящее время сварка является наиболее распростра-
нённым методом получения соединений. В большинстве случаев процесс сварки про-
ходит под действием точечного локального перегрева металла, в результате которого
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возникают колоссальные остаточные напряжения, вызывающие дефекты и разруше-
ние материалов. Сварка аустенитных сталей представляет наибольший интерес для
производства металлоконструкций, несмотря на требование жесткого соблюдения ре-
жимов и достаточно сложную свариваемость. Нержавеющие стали при сварке имеют
выраженную склонность к формированию горячих трещин в околошовной области
и непосредственно в сварном шве. Одним из способов борьбы с горячими трещина-
ми является метод снижения уровня проплавления металла с увеличением скорости
прохождения источника тепла. Ввиду этого появляется задача определения уровня
распределения остаточных напряжений в конструкциях из аустенитных сталей теоре-
тическим методом, который позволит прогнозировать получаемый результат и опти-
мизировать технический процесс. Изучению остаточных напряжений, желательных
и нежелательных деформаций металлоконструкций, появившихся в результате тем-
пературного воздействия, посвящено много работ [1–8,8,9]. Проблема возникновения
деформаций в сварочных процессах также хорошо освящена [?, ?, ?, ?] и нуждает-
ся в дальнейшем изучении. Одним из аспектов, требующих рассмотрения, является
движущийся локальный источник тепла и его влияние на распределение остаточных
напряжений в материале аустенитной стали. А так же требуется экспериментальное
сравнение с полученными теоретическими данными.
Основы математической модели.
Для решения поставленной задачи была выбрана модель малых деформаций. Из-

за малого значения теплового расширения материала пластины, считаем деформации
малыми и складываемыми из обратимых eeij , и необратимых epij .

eij = eeij + epij =
1

2
(ui,j + uj,i) (1)

ui – компоненты вектора перемещений i = 1, 2, 3. Зависимость деформации eeij , на-
пряжения σij и температуры T запишем зависимость Дюамеля–Неймана.

σij = (λeekk − 3αK (T − T0)) δij + 2µeeij , (2)

где α – коэффициент линейного расширения, λ, µ, K = λ+ 2
3µ – упругие модули, δij

– компоненты единичного тензора, соответственно из символов Кронекера.
Необратимые деформации начинают расти, когда напряженное состояние достиг-

нет поверхности нагружения (условия пластического течения).

εpij =
depij
dt

= ζ
∂f (σij)

∂σij
, ζ > 0 (3)

где f (σij) = 0 – поверхность нагружения в пространстве напряжений. В качестве
поверхности нагружения примем условие Мизеса.

f (σ) = (σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 − 2k2 (4)
k – предел текучести, зависящий от температуры, σ1, σ2, σ3 – значения главных на-
пряжений.

k (T ) = k0

(
Tp − T
Tp − T0

)2

(5)

Tp – температура плавления, k0 – предел текучести при комнатной температуре.
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Замыкает описаную систему уравнение равновесия

σij,j = 0 (6)

Для проверки теоретического расчета предложенной математической модели был
произведен практический эксперимент, заключающийся в наплавке сварного шва на
металлические жестко закрепленные пластины размером 0,4 м на 0,35 м с помощью
автоматической электродуговой сварки на агрегате АДФ-1005 под слоем флюса, при
разных скоростях наплавки: 10, 15, 20 м/ч. После охлаждения произведена регистра-
ция остаточных напряжений в экспериментальной пластине по сетке с шагом 0,01 м с
использованием анализатора остаточных напряжений RIGAKU. Метод заключается
в следующем: в деформируемом металле при приложении внешней силы изменяется
межплоскостное расстояние между кристаллическими решетками в трех измерени-
ях, что приводит к более значительному наблюдаемому изменению положения пика
дифракционного профиля, чем в случае без деформаций. Упругие напряжения рас-
считываются из этих изменений (смещений) положения пика. Для случая однородной
деформации изменение межплоскостного расстояния равно относительной деформа-
ции образца пластины.

Постановка задачи. Обратимое деформирование.
Для расчета остаточных напряжений в пластине из среднеугреродистой лигирован-

ной стали, в системе декартовых координат
(
x, y, z

)
рассмотрим прямоугольную

тонкую пластину размерами Sx и Sy, по поверхности которой прямолинейно с неко-
торой скоростью V движется источник тепла. Поскольку пластина тонкая, распре-
деление температуры по толщине пластины не учитываем. Температура в пластине
задается законом теплопроводности.

ρA
∂T

∂t
= λ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+ 2κ

T0 − T
h

(7)

ρ–плотность, A – удельная теплоемкость, λ – коэффициент теплопроводности, κ –
коэффициент теплоотдачи.

Для решения уравнения (7) следует задать начальные и граничные условия:

t = 0 : T = T0, T0 = 20◦C

t > 0 : λ∂T∂x
∣∣
x = V t
y = 0.5Sy

= q

∂T
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂T
∂x

∣∣
x=Sx

= 0, ∂T
∂y

∣∣∣
y=0

= 0, ∂T
∂y

∣∣∣
y=Sy

= 0

(8)

q = ηIU , η – к.п.д. источника, I – сила тока, U– напряжения источника тока.
Не составляет особого труда решить поставленную выше температурную задачу.

Считаем известным поле температур на каждой временной итерации, перейдем к ме-
ханической части задачи.

В условиях плоского напряженного состояния σzz = 0 зависимость Дюамеля – Ней-
мана принимает вид

σxx = Aux,x +Buy,y − Cθ,
σyy = Auy,y +Bux,x − Cθ,
σxy = 2µ (ux,y + uy,x)

(9)
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A = 4µ (λ+ µ) (λ+ 2µ)−1 , B = 2λµ (λ+ 2µ)−1 , C = 6Kµ (λ+ 2µ)−1 , θ = T − T0.
Соотношения (8) подставляются в уравнения равновесия

σxx,x + σxy,y = 0
σyy,y + σxy,x = 0

(10)

из которых определяются перемещение ux (x, y) и uy (x, y), с использованием гранич-
ных условий, моделирующих жесткий задел пластины по периметру

ux|x=0 = uy|x=0 = 0, ux|x=Sx
= uy|x=Sx

= 0,

ux|y=0 = uy|y=0 = 0, ux|y=Sy
= uy|y=Sy

= 0
(11)

К сожалению, получить аналитическое решение (9) совместно с граничными усло-
виями (10) относительно ux (x, y) и uy (x, y) невозможно, поэтому воспользуемся чис-
ленным сеточным методом: итерационно находятся перемещения на каждом шаге по
времени, а после вычисляются напряжения из (10). Через несколько временных шагов
в области источника выполняется условие Мизеса σ2

xx + σ2
yy − σxxσyy + 3σ2

xy = 4k2.
Пластическое течение Поскольку в области пластического течения начинают

развиваться необратимые деформации, соотношения (10) примут вид

σxx = A (ux,x − px) +B (uy,y − py)− Cθ,
σyy = A (uy,y − py) +B (ux,x − px)− Cθ (12)

Используя ассоциированный закон пластического течения (3) находим px = p̃x +
τdλ (2σxx − σyy), py = p̃y + τdλ (2σyy − σxx), pxy = p̃xy + 6τdλσxy, где p̃x, p̃y, p̃xy –
необратимые деформации на предыдущем шаге, τ – временной шаг. Для нахождения
dλ перепишем зависимость Дюамеля – Неймана

σxx = A′ (ux,x − p̃x) +B′ (uy,y − p̃y)− C ′θ,
σyy = A′ (uy,y − p̃y) +B′ (ux,x − p̃x)− C ′θ (13)

где A′ =
(
A+ 2dλ

(
A2 +B2

))
(dλ (A+B) + 1)−1 (3dλ (A−B) + 1)−1 ,

B′ =
(
B + dλ

(
A2 −B2

))
(dλ (A+B) + 1)−1 (3dλ (A−B) + 1)−1 ,

C ′ = C (dλ (A+B) + 1)−1 и подставим его в условие пластического течения Мизеса
σ2
xx + σ2

yy − σxxσyy + 3σ2
xy = 4k2, получим уравнение относительно dλ

a6τ
6dλ6 + a5τ

5dλ5 + a4τ
4dλ4 + a3τ

3dλ3 + a2τ
2dλ2 + a1τdλ+ a0 = 0 (14)

a6 = 10368µ2k2 (A−B)2 (A+B)2

a5 = 1728µk2 (A−B) (A+B)
(
A2 + 8µ (2A−B)−B2

)
Уравнение (14) относительно dλ решается с использование итерационного метода

Ньютона для нелинейных уравнений.
Итак, на каждом шаге по времени решаем (10) совместно с (13) и (14). Если dλ = 0

то в этой области материал деформируется упруго, если dλ > 0, то имеет место пла-
стическое течение, и находятся необратимые деформации. Окончание расчета проис-
ходит, когда температура по пластине станет равной начальной температуре.
Результат Рассмотрим остаточные напряжения в материале стальной пластины

после линейного теплового воздействия от электродуговой сварки при различных ско-
ростях перемещения источника тепла размерами Sx = 0.4м, Sy = 0.35м, (Tp = 1400◦C,
T0 = 20◦C, k = 275 МПа, α = 16.1 · 10−6, ρ =7900 кг/м 3, с=500 Дж/ (кгK),
λ=16.0 Вт/ (мК) коэффициент теплопроводности, κ = 7.6 Bт/(мК), K = 163.33 ГПа,
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Рис. 1 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 10 м/ч

Рис. 2 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 15 м/ч

µ = 75.385 ГПа, λ = 113.076 ГПа), по которой прошел источник тепла. По проведен-
ным расчетам получены результаты, распределения остаточных напряжений вдоль и
поперек перемещения источника тепла представлены на рис. 1-3.

Значительные растягивающие остаточные напряжения, расположенные вдоль ис-
точника тепла при скорости движения 10 м/ч, локализуются по центру от начала
пластины и распространяются в конце по всей области пластины (рис.1). С увели-
чением скорости до 15 м/ч остаточные напряжения имеют максимальные значения
в начале пластины с постепенным снижением значений к концу пластины (рис.2).
На максимальной расчетной скорости, составляющей 20 м/ч, можно видеть на рис.3,
что высокий уровень остаточных растягивающих напряжений наблюдается в центре
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Рис. 3 Распределение остаточных напряжений в материале пласты, после
воздействия источника тепла со скоростью 20 м/ч

пластины. В поперечном направлении источника тепла наблюдаются идентичные рас-
пределения сжимающих остаточных напряжений, расположенных по обе стороны от
линии прохода с незначительным снижением их уровня при увеличении скорости пере-
мещения источника тепла. Результаты, полученные в ходе практического эксперимен-
та по распределению остаточных напряжений в экспериментальной пластине, снятые
при помощи анализатора остаточных напряжений RIGAKU показали расхождение не
более 10 % с теоретическим расчетом.

Заключение
Согласно теоретическим расчетам максимальное значение остаточных напряжений

достигает 220 МПа при скорости 10 м/ч. При проведении эксперимента полученное
максимальное значение остаточных напряжений в данной точке при этой же скорости
- 258 МПа. Такие высокие значения практически соизмеримы с пределом текучести
выбранного материала пластины (270 МПа), и могут вызвать появление дефектов
в конструкциях или деталях, которые подвергаются локальному тепловому воздей-
ствию при сварке. Благоприятные значения остаточных напряжений получены со
скоростью движения источника тепла 15 м/ч, данный режим позволяет минимизиро-
вать негативное влияние локального теплового воздействия для сталей. Проведенные
исследования доказали работоспособность предложенной математической модели и
достоверность полученных результатов расчета. Данная модель позволит прогнози-
ровать распределение остаточных напряжений в материале деталей в зависимости от
источника тепла и скорости его передвижения.
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THE STRESS-STRAIN STATE IN THE PLATE MATERIAL, FORMED AS A
RESULT OF THE MOVEMENT OF A HEAT SOURCE

Institute of Machine Science and Metallurgy FEB RAS, Russia

Abstract. The work is devoted to the study of temperature stresses in a plate made of medium-
carbon alloy steel on the surface of which a heat source passes rectilinearly at a certain speed.
The mathematical model is based on the Prandtl – Reis model, in which Hooke’s law is modified
by the Duhamel – Neumann law. As a condition for plastic flow, the Mises condition is accepted,
where the yield strength of the parabolic depends on the temperature. The residual stress fields
are considered depending on the speed of the heat source passage. The resulting residual stresses
are compared with the experimental stresses taken from the plate using the Rigaku residual stress
analyzer.

Keywords: hermal stresses, local heating, residual stresses, elasticity, plasticity
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