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Аннотация. Рассмотрена задача деформирования цилиндрического тела вращающегося во-
круг центральной оси с ускорением. Получены итоговая система уравнений, описывающая
данный процесс в рамках математической модели теории больших деформаций при наличии
необратимых деформаций. Рассмотрен частный случай упругого деформирования, для кото-
рого приведены выражения для расчёта напряжений и деформаций в среде, а также итоговые
дифференциальные соотношения, решение которых необходимо искать.
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Рассмотрим деформацию цилиндра, вращающегося с ускорением. В качестве мате-
матической модели возьмём модель больших деформаций [1,2]. Рассматривать задачу
будем в цилиндрических координатах r, ϕ, z. Материал будем считать несжимаемым.
Это позволяет записать перемещения точек среды в форме

ur = r (1− cos θ) , uϕ = r sin θ, (1)

где θ = θ (r, t) — угол поворота точек среды вокруг оси вращения.
Зная перемещения, из соотношений

vi =
∂ui
∂t

+ ui,kvk

можно найти значения скоростей

vr = 0, vϕ = r
∂θ

∂t
(2)

© Фирсов С. В., 2020
Фирсов Сергей Викторович
e-mail: firsov.s.new@yandex.ru, младший научный сотрудник, Институт машиноведения и
металлургии ДВО РАН, г. Комсомольск-на-Амуре, Россия.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 18-01-00038-а).

Поступила 20.06.2020
202



БОЛЬШИЕ ДЕФОРМАЦИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА ВРАЩАЮЩЕГОСЯ С УСКОРЕНИЕМ203

и ненулевых компонент тензора Альманси

drϕ =
1

2
rθ,r, drr = −1

2
r2θ2

,r = −2d2
rϕ. (3)

Ненулевые компоненты тензора скоростей деформации и тензора вихря, общий вид
которых представлен в [1], в нашем случае примут значения

εrϕ = εϕr =
1

2
rθ̇,r, ωϕr = −ωrϕ = θ̇ +

1

2
rθ̇,r,

zϕr = −zrϕ =
1

2

err − eϕϕ
2− err − eϕϕ

rθ̇,r, rϕr = −rrϕ = θ̇ +
1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r.

(4)

Уравнения равновесия запишутся в виде

σrr,r + r−1 (σrr − σϕϕ) = −ρrθ̇2, σrϕ,r + 2r−1σrϕ = −ρrθ̈. (5)

Напряжения примут значения

σrr = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µerr + (5µ− 4b) e2
rϕ,

σϕϕ = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µeϕϕ + (5µ− 4b) e2
rϕ,

σzz = P + 2b (err + eϕϕ + ezz) + 2µezz + (2µ− 4b) e2
rϕ,

σrϕ = 2µerϕ.

(6)

Подставив их в уравнения равновесия получим

2µr−1 (err − eϕϕ) + 2b (err,r + eϕϕ,r + ezz,r) + 2µerr,r+

+2 (5µ− 4b) erϕerϕ,r + P,r = −ρrθ̇2,

2µ
(
erϕ,r + 2r−1erϕ

)
= −ρrθ̈.

(7)

Запишем уравнения переноса, воспользовавшись полученными ранее значениями
тензоров скоростей деформаций и вихря (4). Для необратимых деформаций они при-
мут вид

ṗrr = (1− 2prr) γrr − 2prϕ

(
γrϕ + θ̇ +

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ṗϕϕ = (1− 2pϕϕ) γϕϕ − 2prϕ

(
γrϕ − θ̇ −

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ṗzz = (1− 2pzz) γzz,

ṗrϕ = (1− prr − pϕϕ) γrϕ − prϕ (γrr + γϕϕ) +

+ (prr − pϕϕ)

(
θ̇ +

1

4
(2 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
.

(8)
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А для обратимых

ėrr = − (1− err) γrr + erϕ

(
γrϕ − 2θ̇ − 1

2
(3 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ėϕϕ = − (1− eϕϕ) γϕ + erϕ

(
γrϕ + 2θ̇ +

1

2
(1 + err − eϕϕ) rθ̇,r

)
,

ėzz = − (1− ezz) γzz,

ėrϕ = −1

2
(2− err − eϕϕ) γrϕ +

1

2
erϕ (γrr + γϕϕ) + (err − eϕϕ) θ̇+

+
1

8

(
4 + err + 3e2

rr − 6eϕϕ − 4erreϕϕ + e2
ϕϕ

)
rθ̇,r.

(9)

В итоге получаем систему из десяти дифференциальных уравнений с десятью неиз-
вестными, где γij — источник необратимых деформаций. Если в качестве механизма
накопления необратимых деформаций рассматривать пластичность, то его можно к
примеру представить в виде

γij = εpij =
1

η

Σ− σ0

Σ
τij .

Для ползучести можно принять

γij = εvij =
3

2
BΣn−1τij .

Также, если мы хотим одновременно учитывать и ползучесть, и пластичность, то это
можно сделать к примеру следующим образом:

γij = εvij + εpij =

(
3

2
BΣn−1 +

1

η

Σ− σ0

Σ

)
τij .

Рассмотрим стадию упругого деформирования. В этом случае источник необрати-
мых деформаций γij будет равен нулю, как и сами необратимые деформации. Из урав-
нений переноса (9) получим ėzz = 0. С учётом малости деформаций при упругости
положим, что слагаемые, содержащие компоненты тензора обратимых деформаций
второго порядка и выше являются малы, поэтому исключим их из рассмотрения. В
связи с этим можно записать, что err = drr, eϕϕ = dϕϕ и erϕ = drϕ. Используя это и
значения компонент тензора Альманси (3) можно записать напряжения в виде

σrr = P − (µ+ b) r2θ2
,r, σϕϕ = σzz = P − br2θ2

,r, σrϕ = µrθ,r. (10)
Подставив полученные напряжения в уравнения равновесия (5) получим

(3µ+ 2b) rθ2
,r + 2 (µ+ b) r2θ,rθ,rr = P,r + ρrθ̇2,

ρrθ̈ + 3µθ,r + µrθ,rr = 0.
(11)
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Abstract. The problem of deformation of cylindrical body rotating with acceleration is considered.
The system of equations describing this process in general case with non zero irreversible strains in
frame of finite strain theory was obtained. A particular case of elastic deformation was considered
and the resulting equations for this case was obtained.
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