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1. Формулировка проблемы. Рассматривается задача о нестационарных
упругодиффузионных колебаниях прямоугольной пластины Кирхгофа. Схема при-
ложенных усилий, а также ориентация осей прямоугольной декартовой системы ко-
ординат представлена на рисунке 1.

Для математической постановки задачи используется модель механодиффузион-
ных процессов в однородных сплошных средах, которая в прямоугольной декартовой
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Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи.

системе координат имеет вид [1–9]:

üi =
∂σij

∂xj
+ Fi, η̇

(q) = −
∂J

(q)
i

∂xi
+ Y (q)

(
q = 1, N

)
. (1)

где σij и J
(q)
i – компоненты тензора напряжений и вектора диффузионного потока,

которые определяются следующим образом:

σij=Cijkl
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Здесь точки обозначают производную по времени. Все величины в (1) и (2) явля-
ются безразмерными. Для них приняты следующие обозначения
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l
,

где t – время; x∗i – прямоугольные декартовы координаты; u∗i – компоненты вектора
перемещений; l – диагональ пластины, которая имеет размеры l∗1 × l∗2 и толщину h∗;
η(q) – приращение концентрации q-ой компоненты вещества в составе N -компонентной
среды; n(q)

0 – начальная концентрация q-го вещества; C∗ijkl – компоненты тензора упру-

гих постоянных; ρ – плотность; α∗(q)ij – коэффициенты, характеризующие объёмное

изменение среды за счёт диффузии; D∗(q)ij – коэффициенты самодиффузии; R – уни-
версальная газовая постоянная; T0 – температура среды; m(q) – молярная масса q-го
вещества; g(qp) – термодинамические множители Даркена; τ (q) – время релаксации.
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Начальные условия полагаем нулевыми. Для формулировки граничных условий
полагаем, что область G ограничена, ∂G = Π = Πu

⋃
Πσ = Πη

⋃
ΠJ и при этом

Πu
⋂

Πσ = � и Πη
⋂

ΠJ = �. Тогда кинематика и динамика поверхностных возмуще-
ний записывается так:

ui|Πu = Ui, σijνj |Πσ = Pi (τ > 0) , (4)

η(q)
∣∣∣
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= N (q),
(
J

(q)
i + τqJ̇

(q)
i

)∣∣∣
ΠJ

= I
(q)
i

(
τ > 0, q = 1, N

)
. (5)

Величины, стоящие в правых частях граничных условий – поверхностные кинема-
тические Ui, N (q) и динамические Pi, I

(q)
i возмущения, νi – компоненты единичного

вектора внешней нормали к ∂G.

2. Вариационная постановка задачи Для построения уравнений изгиба пла-
стины используем вариационный принцип Даламбера согласно которому соотношения
(1) – (5) можно записать так [10]∫
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(6)

где δui и δη(q) – виртуальные перемещения и приращения концентраций.
Далее полагаем, что:

1. Область решения задачи – прямоугольный параллелепипед G = D ×
[−h/2, h/2], где D = [0, l1] × [0, l2] – прямоугольная область занятая средин-
ной поверхностью пластины x3 = 0, Γ = ∂D – граница срединной поверхности
(рис. 1)

2. Поверхность пластины Π = Π− ∪ Π+ ∪ Πb, где Π− – нижняя поверхность,
соответствующая x3 = −h/2, Π+ – верхняя поверхность, соответствующая
x3 = h/2, Πb = Π11 ∪ Π21 ∪ Π12 ∪ Π22 – боковая поверхность. Поверхности
Π1k соответствуют xk = 0, поверхности Π2k соответствуют xk = lk, k = 1, 2.
Предполагается, что верхняя и нижняя поверхности свободны от механиче-
ских нагрузок и массоперенос через них отсутствует, т.е.

σijνj |Π−
= σijνj |Π+

= 0,
(
J

(q)
i + τqJ̇

(q)
i

)∣∣∣
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=
(
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(q)
i

)∣∣∣
Π+

= 0. (7)

3. материал пластины ортотропный. Для записи физических постоянных срежы
будем использовать нотацию Фойгта. Так же, полагаем, что точки зрения яв-
ления массопереноса материал пластины идеальный твердый раствор [1,2,8,9]

g(qr) = δqr ⇒ D
(q)
ij g

(qr) = D
(q)
ij = Dq. (8)

Здесь δij – символ Кронекера.
4. Поперечные прогибы пластины считаются малыми. Тогда линеаризация ис-

комых величин по переменной x3 будет иметь вид (приближенное равенство
заменяется точным)
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u1 (x1, x2, x3, τ) = u (x1, x2, τ)− x3χ1 (x1, x2, τ) ,
u2 (x1, x2, τ) = v (x1, x2, τ)− x3χ2 (x1, x2, τ) ,
u3 (x1, x2, τ) = w (x1, x2, τ) + x3ψ (x1, x2, τ) ,

η(q) = Nq (x1, x2, τ) + x3Hq (x1, x2, τ) .

(9)

5. Считаем также, что прямолинейное, нормальное к срединной поверхности во-
локно после деформации также остается прямолинейным и нормальным к сре-
динной поверхности (пластина Кирхгофа). С учетом (7) будем предполагать,
что деформации вдоль оси Ox3 отсутствуют. Тогда

εi3 = 0
(
i = 1, 3

)
⇒ ψ = 0, χk =

∂w

∂xk
, k = 1, 2. (10)

Следовательно

u1 = u− x3
∂w

∂x1
, u2 = v − x3

∂w

∂x2
, u3 = w. (11)

На основании сформулированных гипотез, компоненты тензора напряжений и век-
тора диффузионного потока в (2) запишутся следующим образом:
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где

Cαβ = Cααββ , C66 = C1212, D
q
α = D
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3. Модель упругодиффузионной пластины Кирхгофа Далее подставляем
(11) и найденные значения компонент тензора напряжений и вектора диффузионного
потока (12) в функционал (6). Используя необходимое условие экстремума функцио-
нала, получаем следующие краевые задачи:

- задача относительно продольных деформаций пластинки

ü =
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(13)

- задача относительно прогибов пластинки

∂2ẅ2
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Здесь:

1.
∫ h/2
−h/2 F1dx3 = n1 и

∫ h/2
−h/2 F2dx3 = n2 – распределённые по поверхности про-

дольные нагрузки,
2.
∫ h/2
−h/2 x3F1dx3 = m1 и

∫ h/2
−h/2 x3F2dx3 = m2 – распределённые по поверхности

моменты,
3.
∫ h/2
−h/2 F3dx3 = q – распределённая по поверхности поперечная нагрузка,

4.
∫ h/2
−h/2 Y

(q)dx3 = yq – распределённая по поверхности плотность объемных ис-
точников массопереноса,

5.
∫ h/2
−h/2 Y

(q)x3dx3 = zq.

Полученные уравнения дополняем граничными условиями, которые также полу-
чаются из вариационного уравнения (6). Например, для задачи об изгибе свободно
опертой пластины под действием пар изгибающих моментов M

(1)
k и M

(2)
k , k = 1, 2

(рис. 1) они имеют вид∂2w
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12
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M

(1)
2 (x2, τ) ;

(15)
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Hq|x1=0 = H
(1)
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(1)
q2 (x2, τ) ,

Hq|x2=0 = H
(2)
q1 (x1, τ) , Hq|x2=l2

= H
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(1)
1 (x2, τ) , w|x1=l1
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(1)
2 (x2, τ) ,
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(2)
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= W
(2)
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(18)

Решения полученных задач ищутся с помощью метода функций Грина, для нахож-
дения которых используется преобразование Лапласа и разложение в тригонометри-
ческие ряды Фурье.

4. Заключение. Таким образом, на основании известных линейных моделей
механодиффузии сплошных сред, в совокупности с гипотезами теории пластин и обо-
лочек, с помощью вариационного принципа Даламбера получена модель нестационар-
ных упругодиффузионных колебаний пластины Кирхгофа. Показано, что так же как
и в классической теории упругости, механодиффузионная модель пластины Кирхго-
фа состоит из двух независимых начально-краевых задач относительно продольных
и относительно поперечных колебаний.
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PROBLEM FORMULATION OF A RECTANGULAR ORTHOTROPIC
ELASTODIFFUSIVE KIRCHHOFF PLATE VIBRATIONS

Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia

Abstract. We study unsteady elastic diffusion vibrations of a rectangular ortotropic Kirchhoff
plate in the presence of diffusion fluxes relaxation. In general formulation the plate is subjected
to tensile and shear forces as well as bending moments and torque. The unsteady model of an
elastodiffusive Kirchhoff plate is obtained using the d’Alembert variational principle.
Keywords: elastic diffusion, coupled problem, unsteady problem, multicomponent continuum,
Kirchhoff plate, Green’s function.
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