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Аннотация. В работе рассматривается важная с точки зрения прикладных задач проблема
моделирования процессов деформирования материалов со сложным откликом на механиче-
ские воздействия. Приводятся основные уравнения трехконстантной микроструктурной мо-
дели для случая одного полярного директора. Выписана точная форма упругого потенциала,
из которой, следуя стандартной схеме, выводятся все необходимые уравнения и граничные
условия.
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1. Предварительные замечания. Современная механика континуума вклю-
чает целый ряд нелинейных гиперболических теорий, в том числе учитывающих мик-
роструктурные свойства. Микроструктурные особенности проявляют многие мате-
риалы и изделия современной промышленной практики. В последние годы произ-
водство и обработка метаматериалов привлекли значительное внимание инженерного
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сообщества и исследователей. Эти искусственные метаматериалы демонстрируют ано-
мальные физические свойства, которые обычно не встречаются в природе. Примеры
включают отрицательный коэффициент Пуассона (ауксетические материалы) [1], от-
рицательное тепловое расширение, отрицательную электрическую проницаемость и
магнитную проницаемость. Технологии аддитивного производства, в частности, се-
лективное лазерное плавление [2] позволяет создавать в изделии из сплавов титана
(функционально-градиентных материалов) локальные участки с заданными микро-
структурой и свойствами [3]. Моделирование таких свойств материалов может прово-
дится разными способами. Особого упоминания здесь заслуживают газовая динами-
ка, теория пластического течения Треска—Сен-Венана [4], теория разрушения [5, 6],
связанные термоупругие среды (второго типа согласно общепринятой классифика-
ции) [7, 8]. Сочетание гиперболических теорий с принципом термомеханической ор-
тогональности [9–12] приводит к принципиально новым моделям теории и механики
сплошных сред, развитым в наших прежних публикациях [7,8, 10–16].

Стандартные теории механики континуума часто оказываются непригодными для
математического моделирования поведения новых современных материалов, обла-
дающих микроструктурой (например, упругих метаматериалов или микрополярных
материалов с управляемыми свойствами). Особенно это проявляется в тех случаях,
когда характерный размер микроструктуры сравним с характерными изменениями
линейных размеров микроэлементов, составляющих континуум. То же самое имеет
место и в волновых процессах, когда длина волны оказывается существенно мень-
шей характерного размера микроструктуры континуума. Микроструктуры многих
современных материалов имеют ярко выраженные анизотропные свойства, которые,
в свою очередь, могут быть легко модулируемыми, что естественно сказывается на
их физико-механических свойствах. Модулируемость (а иногда и управляемость) ме-
ханических свойств подобных материалов достигается воздействием внешних полей
и сил, не только механических и тепловых, но также и гравитационных (например, в
случае модулирования свойств наращиваемых тел) и электромагнитных (например,
магнитного поля, постоянного тока или прямоугольного электромагнитного импуль-
са). Примерами таких материалов являются жидкие кристаллы [17] и молекулярно-
биологические ткани. Необходимо отметить, что в некоторых случаях управление
физико-механическими свойствами может быть реализовано с помощью термических
полей. Настоящее исследование направлено на разработку систематической процеду-
ры построения связанных микроструктурных континуальных теорий методами совре-
менной физической теории поля.

2. Уравнения трехконстантной теории континуума с одним полярным
директором. Основы континуального подхода при моделировании микрополярных
сред с одним директором можно найти в классической работе [18]. В статьях [19]
и [20, 21] континуальный подход был применен к моделированию механического по-
ведения нематических жидких кристаллов. В этом случае для описания подвижной
микроструктурной ориентации молекул достаточно ввести единственный директор φ
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и трактовать его как внутреннюю переменную состояния [7,8, 16]. Уравнения движе-
ния для такой среды можно записать, например, в терминах относительных тензо-
ров [7, 8]

∇ · σ = −X + ρ∂·v, (1)

∇ ·
[−1]
µ = −

[−1]

Y +
[−2]

= ∂··
[+1]

φ . (2)

Здесь ∇ — трехмерный оператор Гамильтона (абсолютный вектор); ρ — массовая
плотность (абсолютный скаляр); = — микроинерция (microinertia, псевдоскаляр веса
−2); φ — полярный директор (псевдовектор веса +1); v — вектор линейной скорости
(абсолютный вектор); σ — тензор силовых напряжений (force stress tensor, абсолют-
ный тензор); µ — асимметричный тензор моментных напряжений (couple stress tensor,
псевдотензор веса −1); X — вектор объемных сил (абсолютный вектор); Y — объем-
ные моменты (псевдовектор веса −1); ∂· — производная по времени, при неизменных
пространственных координатах. Отметим, что в квадратных скобках над символом
указан вес относительной тензорной величины. В основу определения относительного
тензора может быть положена полилинейная скалярная функция векторных аргумен-
тов [22–25], представляющая собой не абсолютный, а относительный инвариант при
преобразованиях координат. Такое определение позволяет легко переписать уравне-
ния движения в терминах абсолютных тензоров. В дальнейшем будем рассматривать
уравнения теории в терминах абсолютных тензоров, тем более, что переход к абсолют-
ным тензорам осуществляется формальным умножением на степени ориентирующего
псевдоскаляра.

Компоненты тензор силовых напряжений σ можно принять в виде:

σji = −pgji − gis ∂F
∂(∇jφk)

∇sφk, (3)

где p — гидростатического давление (неопределенное скалярное поле), gji — компо-
ненты метрического тензора, F — объемная плотность упругого потенциала.

Функцию свободной энергии F можно принять в форме трехконстантного потен-
циала в координатной форме

F =
1

2
(k11 − k22)∇mφm∇nφn +

1

2
k22∇mφn∇nφm +

1

2
(k33 − k22)gsl∇mφs∇nφlφmφn (4)

в векторной форме

F =
1

2
k11(∇ · φ)2 +

1

2
k22(φ · (∇× φ))2 +

1

2
k33(φ× (∇× φ))2 (5)

где k11, k22, k33 — упругие определяющие константы.
Объемные моменты Y можно выписать в виде

Y = γφ− β · (∇⊗ φ)− ∂F
∂φ

. (6)

Здесь γ и β — параметры внешних воздействующих полей.
Моментные напряжения, сопряженные директору φ, можно вычислить по формуле

µ = β ⊗ φ+
∂F

∂(∇⊗ φ)
. (7)
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Подставим выражения (4) и (7) в уравнения движения (1) и (2). В результате по-
лучим

∇ ·
(
pI +

∂F
∂(∇⊗ φ)

· φ⊗∇
)

= X− ρ∂·v, (8)

∇ ·
(
β ⊗ φ+

∂F
∂(∇⊗ φ)

)
= −

(
γφ− β · (∇⊗ φ)− ∂F

∂φ

)
+ =∂··φ. (9)

Вычислим производные
∂F

∂(∇⊗ φ)
и
∂F
∂φ

в (8) и (9) в координатной форме

∂F
∂(∇iφj)

= (k11 − k22)∇sφsδij + k22∇jφi + (k33 − k22)glj∇sφiφsφl,

∂F
∂φi

= (k33 − k22)gsl∇iφs∇mφlφm.
(10)

Подставив полученные выражения (10) в систему (1), (2) получим

gji∇jp+ gis∇j(((k11 − k22)∇mφmδjk + k22∇kφj + (k33 − k22)glj∇mφiφmφl)∇sφk) =

= Xi − ρ∂·vi, (11)

gikβ
j∇jφk +∇j((k11 − k22)∇sφsδji + k22∇iφj + (k33 − k22)gli∇sφjφsφl) =

= −γgikφk + βjgik∇jφk + (k33 − k22)φj∇iφkgkl∇jφl + =gik∂··φk. (12)

Раскрыв скобки окончательно получим

gji∇jp+ (k11 − k22)gis∇j(∇mφm∇sφj) + k22g
is∇j(∇kφj∇sφk)+

+ (k33 − k22)gljg
is∇j(∇mφi∇mφkφsφl) = Xi − ρ∂·vi, (13)

gikβ
j∇jφk + (k11 − k22)∇i∇lφl + k22∇j∇iφj + (k33 − k22)gli∇j∇sφjφsφl =

= −γgikφk + βjgik∇jφk + (k33 − k22)gkl∇iφk∇jφlφj + =gik∂··φk. (14)

Полученные уравнения (13) и (14) описывают поведение микрополярной среды с
одним свободным директором.

Заключение.
(1) В настоящей работе предложена процедура моделирования микрополярного

континуума с одним свободным директором, представляющим собой псевдо-
вектор веса +1. Подобные модели могут быть использованы в прикладных
задачах, связанных с изучением процессов деформирования метаматериалов.

(2) Получены уравнения движения в терминах относительных тензоров и осу-
ществлен переход к формулировках в абсолютных тензорах. Последнее вы-
полняется с помощью степеней ориентирующего псевдоскаляра.

(3) Указаны определяющие соотношения для тензора силовых и моментных на-
пряжений.

(4) В линейном приближении приведена точная форма упругой энергии в форме
трехконстантного потенциала.

(5) В итоговых формах уравнений не используются абсолютные дискриминантные
тензоры (или псевдотензоры перестановок), характерные для микрополярных
теорий.
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ON THREE-CONSTANT POTENTIALS IN POLAR CONTINUA
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Abstract. The paper deals with the problem of modeling the processes of deformation of materials
with a complex response to mechanical stress. The governing equations of the three-constant
microstructural model for the case of one polar director are presented. The exact form of the
Helmholtz free energy is written out. The governing equations and boundary conditions are derived
by the standard scheme.
Keywords: microstructure, micropolarity, director, three-constant potential, equilibrium
equations, nematic liquid crystal
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