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Аннотация. В статье рассматриваются вопросы применения относительных тензоров при
моделирвоании гемитропных микрополярных сред. Вводится определяющая форма микро-
полярного упругого потенциала. С помощью принципа виртуальной работы получаются опре-
деляющие уравнения для силовых и моментных характеристик микрополярного континуума
в терминах относительных тензоров. Приводятся уравнения движения микрополярного кон-
тинуума в терминах относительных тензоров. Выводится финальная форма динамических
уравнений для перемещений и микровращений в случае полуизотропной (гемитропной) сим-
метрии.
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1. Вводные замечания. Математическое моделирование процессов деформи-
рования метаматериалов актуальная задача, стоящая перед современными исследо-
вателями. Адекватность математических моделей современной континуальной меха-
ники обеспечивается совместным применением достижений современной геометрии
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(векторный анализ [1–4] и тензорное исчисление [5–8]) и теоретической физики (тео-
рии поля [9–11]). Применение достижений современной геометрии не только гаранти-
рует адекватность математических моделей, но и позволяет получить наиболее про-
стую запись систем дифференциальных уравнений и определяющих форм потенци-
алов (свободной энергии Гельмгольца, упругой энергии) с аргументами, являющими
алгебраические инвариантами [12] физических полей.

Современные метаматериалы обладают экзотическими свойствами: отрицательный
коэффициент Пуассона (ауксетические материалы [13]), отрицательное тепловое рас-
ширение, отрицательная электрическая проницаемость и магнитная проницаемость.
Многие метаматериалы являются композитными материалами, но с некоторыми от-
личиями. Метаматериал демонстрирует характеристики отклика, которые либо не
наблюдаются, либо усиливаются по сравнению с индивидуальными откликами состав-
ляющих его материалов. Композитные 3D–материалы используют для изготовления
легких компонентов и деталей конструкций во многих отраслях современной про-
мышленности [14, 15]. Композиты производят комбинированием материалов с пред-
почтительными физико-механическими свойствами и последующем синтезом нового
материала из выбранных составляющих, обладающих заданными свойствами. Напри-
мер, титановые сплавы модифицируются добавлением к ним других материалов для
создания титановых композитов. Свойства полученного материала оказываются при-
емлемыми для большинства приложений, где необходима низкая плотность и хорошая
коррозионная стойкость (например, в компонентах газотурбинных двигателей, высо-
копроизводительных автомобильных деталях, конструктивных элементах самолетов,
морской технике, аэрокосмических компонентах, медицинских устройствах, биомеди-
цинских приложениях (имплатанты и протезы), спортивном оборудовании). Компози-
ты из титана часто используются для поверхностной модификации с целью улучшения
определенных механических свойств. Эффективное производство этих композитных
материалов — серьезная проблема, с которой сталкивается современная технологи-
ческая практика. Появление технологии аддитивного производства упростило про-
изводство композитных 3D–материалов. Лазерное напыление металлических сплавов
открывает прекрасные возможности для производства изделий из титана и его компо-
зитов [15–17]. Лазерное напыление, кроме того, позволяет изготавливать геометриче-
ски сложные детали, которые невозможно эффективно изготовить с использованием
классических подходов. Производимые таким способом 3D–изделия и 3D–материалы
обладают сложными термомеханическими свойствами, в том числе, наличием мик-
роструктуры. Поэтому, при математическом моделировании процессов деформирова-
ния и формообразования таких материалов необходимо отказываться от классических
моделей механики сплошных сред. При построении таких моделей важно соблюдать
термодинамическую и геометрическую непротиворечивость получаемых систем диф-
ференциальных уравнений. В таких случаях полезными оказываются микрополярные
модели континуума.

Микрополярное твердое тело, которое изотропно относительно вращений коорди-
нат, но не относительно отражений, называется полуизотропным (гемитропным). Ма-
териалы могут проявлять полуизотропность в атомном масштабе (кварц, сахар, био-
логические молекулы), а также в более крупном масштабе (кости, пористые матери-
алы, композиты, содержащие волокна или включения) [18–20]. Гемитропные среды
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из-за отсутствия геометрической симметрии между объектом и его зеркальным отоб-
ражением известны в оптике как оптически активные материалы. Они характеризу-
ются присущей им лево- или правоориентированностью на оптических частотах из-за
естественной спиральной структуры и, следовательно, не могут совпадать с их зер-
кальным отражением. Геометрическим объектом реагирующим на отражение явля-
ется относительный тензор (псевдотензор). Математический аппарат относительных
тензоров достаточно хорошо развит, о чем свидетельствуют многочисленные моно-
графии по тензорному исчислению [6–9, 12, 21–23]. Физические поля гемитропного
микрополярного континуума в рамках математической модели представляются от-
носительными тензорами. Тем не менее, формализм относительных тензоров очень
редко применяется в исследованиях по микрополярным средам. Заметим, что основ-
ной целью настоящей статьи выступает вывод основных уравнений микрополярной
теории упругости в терминах относительных тензоров (relative tensors) или псевдотен-
зоров (pseudotensors), для более глубокого понимания физической и геометрической
природы исследуемых физических объектов.

2. Гемитропное микрополярное тело. Применим формализм относительных
тензоров [7,12] к модели линейного микрополярного тела. Для микрополярного конти-
нуума с одним директором упругий потенциал1 U с соответствующими аргументами
можно принять в форме [24,25]

U = U (ε(ij),
[+1]
κ (ij),

[+1]
ϕ i, κi), (1)

где ε(ij) — тензор малых деформаций (абсолютный тензор),
[+1]
κ (ij) — симметричная

часть тензора изгиба—кручения (относительный тензор веса +1),
[+1]
ϕ i — вектор от-

носительного микровращения (относительный вектор веса +1), κi — сопутствующий
вектор изгиба—кручения (абсолютный вектор), сверху корневого символа относитель-
ного тензора в квадратных скобках отмечен его вес.

Первая вариация U вычисляется согласно

δU = σ(ij)δε(ij) +
[−1]
µ(ij)δ

[+1]
κ (ij) + 2

[−1]
τ iδ

[+1]
ϕ i + 2µiδκi. (2)

Здесь σik — тензор силовых напряжений (абсолютный тензор второго ранга,
[−1]
µ i·
·k —

тензор моментных напряжений (относительный тензор веса −1),
[−1]
τ i — ассоциирован-

ный вектор силовых напряжений (относительный вектор веса −1), µi — ассоцииро-
ванный вектор моментных напряжений (абсолютный вектор).

Принцип виртуальной работы2, при моделировании механического отклика микро-
полярных сред, примем в виде∫

δU dV =

∫ [
Xjδuj +

[−1]

Y jδ
[+1]
ϕ j

]
dV +

∮
∂

[
tjδuj +

[−1]
mjδ

[+1]
ϕ j

]
dS. (3)

Здесь dV — инвариантный элемент объема, Xk — объемные силы, Yk — объемные
моменты (относительный тензор веса −1), tj — вектор силовых напряжений (force

1Упругий потенциал U является псевдоскаляром веса 0.
2Принцип виртуальной работы является следствием более фундаментального принципа виртуаль-

ных перемещений [24].
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traction vector),
[−1]
mj — вектор моментных напряжений (couple traction vector), свя-

занные с тензором силовых напряжений σik и тензором моментных напряжений
[−1]
µ i·
·k

согласно соотношениям Коши

tk = niσ
ik, (4)

[−1]
m k = ni

[−1]
µ i·
·k . (5)

Следствием вариационного принципа (3) являются уравнения движения микропо-
лярной среды:

∇iσik = −Xk + ρ∂·v
k, (6)

∇i
[−1]
µ i·
·k − 2

[−1]
τ k = −

[−1]

Y k +
[−2]

= ∂··
[+1]

φ k, (7)

где ∇i — ковариантная производная (набла Гамильтона), ρ — массовая плотность,

vk — компоненты вектора скорости,
[−2]

= — коэффициент микроинерции,
[+1]

φ k вектор
микровращений.

В случае континуума, проявляющего полуизотропные свойства, т.е. инвариантность
относительно вращений и не инвариантность относительно отражений и инверсии,
потенциал U можно представить в форме

U = Gν(1− 2ν)−1gisglmε(is)ε(lm) +G
[−1]

L
[−1]

L c3gisglm
[+1]
κ (is)[+1]

κ (lm)+

+Ggisglmε(il)ε(sm) +G
[−1]

L
[−1]

L gisglm
[+1]
κ (il)[+1]

κ (sm) + 2G
[−2]
c1gisδ

[+1]
ϕ iδ

[+1]
ϕ s+

+G
[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2g

isκiκs +G
[−1]

L c4g
isglmε(is)

[+1]
κ (lm)+

+G
[−1]

L c5ε(is)
[+1]
κ (is) +G

[−1]

L c6κiδ
[+1]
ϕ i, (8)

где G—модуль сдвига; ν —коэффициент Пуассона;
[−1]

L — характерная длина микро-

полярной теории;
[−2]
c1,

[+2]
c2, c3, c4, c5, c6 —не имеющие физической размерности псев-

доскаляры.
Тогда определяющие уравнения гемитропной микрополярной среды получаются в

форме:

σ(is) = 2G
(
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

)
ε(lm) +G

[−1]

L (c4g
isglm

[+1]
κ (lm) + c5

[+1]
κ (is)),

[−1]
µ(is) = 2G

[−1]

L
[−1]

L (c3gisglm + gilgsm)
[+1]
κ (lm) +G

[−1]

L (c4gisg
lmε(lm) + c5ε(is)),

[−1]
τ i = 2G

[−2]
c1gis

[+1]
ϕ s +

1

2
G

[−1]

L c6κi,

µi = G
[−1]

L
[−1]

L
[+2]
c2g

isκs +
1

2
G

[−1]

L c6
[+1]
ϕ i.

(9)
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Учитывая свойство степеней фундаментального ориентирующего скаляра3 e

∇iem = 0 (m = ±1,±2, · · · )

и дополнительно вводя обозначения

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6, f i =

Xi

ρ
,

[−1]

l i =

[−1]

Y i

ρ
, (10)

получим уравнения движения для гемитропного микрополряного континуума в тер-
минах перемещений и микровращений

G[(1 + e2[−2]
c1)∇s∇sui + (1− e2[−2]

c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇kuk ± 2e
[−2]
c1ε

ikl∇k
[+1]

φl+

+
[−1]

L c′4∇i∇k
[+1]

φ k +
[−1]

L c′5∇k∇k
[+1]

φ i] = −ρ(f i − ∂··ui),

G
[−1]

L
[−1]

L [(1 +
1

e2

[+2]
c2)∇s∇s

[+1]

φi + (1− 1

e2

[+2]
c2 + 2c3)∇i∇k

[+1]

φ k +
[−1]

L −1c′4∇i∇kuk+

+
[−1]

L −1c′5∇k∇kui +
[−1]

L −1c′6εisl∇s
[+1]

φ l]− 2eG
[−2]
c1(2

[+1]

φi−

− εpqngipgkqglngks∇sul) = −ρ(
[−1]

l i −
[−2]

I ∂··
[+1]

φi).

(11)

3. Заключительные замечания. Применение формализма относительных
тензоров и алгебраических инвариантов в записях физических законов и дифференци-
альных уравнений позволяет более аккуратно изучать исследуемые физические поля.
Отметим также, что достаточно простой способ преобразования относительных тен-
зоров в абсолютные позволяет легко переходить от записи дифференциальных урав-
нений микрополярных теорий в терминах относительных тензоров к уравнениям в
терминах истинных тензоров.

Для систем координат, удовлетворяющих ограничению

|e| = 1, (12)

т.е.

e = sgn e, (13)

3Ориентирующий трехмерное пространство псевдоскаляр веса +1 определяется соотношением

e =
[+1]
e = ı

1
· (ı

2
× ı

3
),

ı
k

(k = 1, 2, 3) — локальные базисные векторы.
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дифференциальные уравнения (11), в случае левоориентированной декартовой систе-
ме координат, преобразуются к виду

G[(1 +
[−2]
c1)∂s∂sui + (1−

[−2]
c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∂i∂kuk − 2

[−2]
c1εikl∂k

[+1]

φl+

+
[−1]

L c′4∂i∂k
[+1]

φ k +
[−1]

L c′5∂k∂k
[+1]

φ i] = −ρ(fi − ∂··ui),

G
[−1]

L
[−1]

L [(1 +
[+2]
c2)∂s∂s

[+1]

φi + (1−
[+2]
c2 + 2c3)∂i∂k

[+1]

φ k +
[−1]

L −1c′4∂i∂kuk+

+
[−1]

L −1c′5∂k∂kui +
[−1]

L −1c′6εisl∂s
[+1]

φ l]− 2G
[−2]
c1(2

[+1]

φi−

− εikl∂kul) = −ρ(
[−1]

l i −
[−2]

I ∂··
[+1]

φi).

(14)

Встречающаяся в литературе по микрополярным континуумам характерная длина
L считается абсолютным скаляром. В представленном исследовании она оказывает-
ся псевдоскаляром веса −1, т.е. чувствительна к преобразованиям полуизотропной
группы, в то время как модуль длины |L| остается инвариантным относительно таких
преобразований.
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ON THE THEORY OF LINEAR MICROPOLAR HEMITROPIC MEDIA
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Abstract. The paper deals with the application of relative tensors to modeling hemitropic
micropolar media. The latter is of crucial importance for biomechanics, mechanics of growing
solids and mechanics of metamaterials. The constitutive form of the micropolar elastic potential is
discussed. The basic equations of micropolar continuum are derived due to the principle of virtual
displacements. Differential equations of the micropolar continuum are given in terms of relative
tensors. The final form of dynamic equations for displacements and microrotations in the case of
semi-isotropic (hemitropic) micropolar continuum is derived and discussed.

Keywords: microstructure, micropolarity, director, relative tensor, orienting pseudoscalar,
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