
Вестник ЧГПУ им. И.Я.Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2020. №4 (46). С. 101–106

Н. А. Локтева, Д. О. Сердюк, П. Д. Скопинцев

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ДИНАМИКА АНИЗОТРОПНОЙ ОБОЛОЧКИ
КИРХГОФА-ЛЯВА

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), г.
Москва, Россия

Аннотация. Строится нестационарная функция прогиба для тонкой бесконечной цилиндри-
ческой оболочки постоянной толщины при воздействии на ее боковую поверхность вынуж-
денной нестационарной движущейся нагрузки, распределенной по прямоугольной области.
Материал рассматриваемой цилиндрической оболочки принят упругим и анизотропным, об-
ладающим симметрией относительно ее срединной плоскости. Теория тонких упругих оболо-
чек строится на гипотезах Кирхгофа-Лява. Для математического описания мгновенно при-
ложенной нагрузки используются дельта-функции Дирака.
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Введение. Задачи по исследованию нестационарной динамики изотропных упругих
пластин Кирхгофа-Лява наиболее полно изучены на данный момент [1]. В работах
[2,3] рассмотрен широкий круг проблем динамики ортотропных цилиндрических обо-
лочек, их осесимметричное и неосесимметричное деформирование при продольном
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ударе. В работе [4] отражены проблемы деформирования подкрепленных цилиндри-
ческих оболочек при действии динамических сжимающих осевых нагрузок и внешнего
давления. В работе [5] по изучению динамики оболочек автор рассматривал тонко-
стенные однородные цилиндрические оболочки из композиционных материалов при
импульсном воздействии.

В данной работе исследуется процесс воздействия движущейся нестационарной на-
грузки на упругую анизотропную неограниченную цилиндрическую оболочку.

1. Постановка задачи. Объектом исследования является бесконечная тонкая цилин-
дрическая оболочка (см. рис. 1). Оболочка имеет радиус R и постоянную толщину h.
Материал оболочки принимается упругим и анизотропным. Упругая среда в рассмат-
риваемом случае анизотропии имеет одну плоскость симметрии - срединная плоскость
оболочки.

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка под воздействием нестационарной нагрузки

Рассматриваемый материал, применительно к тонкой оболочке типа Кирхгофа-
Лява, характеризуется шестью независимыми упругими постоянными:

c11 = C1111, c12 = C1122, c16 = C1112, c22 = C2222, c26 = C1222, c66 = C1212.

В начальный момент времени оболочка находится в состоянии покоя. Далее на
нее воздействует нестационарная нагрузка P (α, z, τ), распределенная по области D,
принадлежащей боковой поверхности оболочки. Движение оболочки рассматривается
в цилиндрической системе координат ORαz.

Постановка задачи включает в себя безразмерные уравнения движения упругой
оболочки Кирхгофа-Лява, соответствующие геометрические и физические соотноше-
ния с учетом симметрии свойств материала исследуемой оболочки [1, 6, 7]:

∂2uα
∂τ2

= K11(uα) +K12(uz) +K13(w) + qα,

∂2uz
∂τ2
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В (1) – (4) следующие безразмерные величины: τ – время, k – коэффициент от-
ношения радиуса оболочки к ее толщине, Ci – упругие константы,w – нормальное
перемещение, uα, uz – компоненты вектора тангенциальных перемещений, qi – танген-
циальное давление, p – нормальное давление.

Безразмерные упругие константы в (2)-(4) заданы следующим образом:

C1 =
c12

c11
, C2 =

c16

c11
, C3 =

c22

c11
, C4 =

c26

c11
, C5 =

c66

c11
.

Уравнения (1) – (4) совместно с начальными условиями

uα|τ=0 = 0,
∂uα
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= 0, uz|τ=0 = 0,
∂uz
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= 0, w|τ=0 = 0,
∂w

∂τ

∣∣∣∣
τ=0

= 0 (5)

образуют начальную задачу.
Цель заключается в построении нестационарной функции нормальных перемеще-

ний w (α, z, τ) в ответ на действие нестационарной нагрузки P (α, z, τ).
2. Нестационарная функции прогиба. Решение начальной задачи (1) – (5) может

быть построено с помощью функции влияния Gw (α, z, τ) для нормального перемеще-
ния [1]:

w (α, z, τ) = Gw (α, z, τ) ∗ ∗ ∗ P (α, z, τ) . (6)
В (6) через ∗ обозначены свертки по пространственным координатам α, z и безраз-

мерному времени τ .
Функции влияния нормальных перемещений Gw (α, z, τ) и тангенциальных переме-

щений Guα (α, z, τ) и Guz (α, z, τ) – решение следующей задачи:

∂2Guα
∂τ2

= K11(Guα) +K12(Guz) +K13(Gw),

∂2Guz
∂τ2

= K21(Guα) +K22(Guz) +K23(Gw), (7)

∂2Gw
∂τ2

= K31(Guα) +K32(Guz) +K33(Gw) + δ (α, z) δ (τ) .
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Где δ (∗) – дельта-функция Дирака, а дифференциальные операторыKij(Gk) имеют
вид (2) – (4), где необходимо заменить соответствующие искомые функции на функции
влияния.

Для решения поставленной начальной задачи применим к (7) разложения в экспо-
ненциальные ряды Фурье по углу α, а также интегральные преобразования Фурье по
координате z и Лапласа по времени τ . В результате получим систему алгебраических
уравнений относительно изображений функций влияния в пространстве преобразова-
ний Фурье и Лапласа в коэффициентах рядов.

Оригинал функции влияния прогиба по Лапласу найден аналитически при помощи
таблиц [8] с предварительным применением метода неопределенных коэффициентов.
Для нахождения оригинала по Фурье применим численный метод интегрирования
быстро осциллирующих функций [9].

С учетом разложения в экспоненциальные ряды нестационарная функция влияния
для нормального прогиба анизотропной неограниченной цилиндрической оболочки
Кирхгофа-Лява примет вид:

Gw(α, z, τ) =
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∆
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Где:

∆ =
2A

N
, m =
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2
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sinm

m
± m cosm− sinm

m2
i,

q
k

= A+ k∆, q
k+1

= A+ (k + 1) ∆, k = 0..N − 1.

При воздействии на боковую поверхность оболочки движущейся нагрузки, распре-
деленной в виде полосы, выражение для P (α, z, τ) примет вид:

P (α, z, τ) = p (τ)H (τ)

[
H

(
α+

β

2
− τ
)
−H

(
α− β

2
− τ
)]
×

×
[
H

(
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b

2
− τ
)
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(
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2
− τ
)]

, (9)

где H (τ) – функция Хевисайда.
Интегралы сверток (6) с учетом (8) и (9) берутся численным методом прямоуголь-

ников [9]. Приближенное выражение для искомой функции нестационарного прогиба
примет вид:

w (α, z, τ) ≈
n∑
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m∑
j=0
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a

n
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s
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Gwijk (α, z, τ) = Gw
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2
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s
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)
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Соотношение (10) позволяет исследовать пространственно-временные распро-
странения нестационарных колебаний в неограниченной анизотропной оболочке
Кирхгофа-Лява от воздействия вынужденной нестационарной движущейся распре-
деленной нагрузки.
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На рис. 2 представлены пространственные зависимости нестационарного прогиба
оболочки при воздействии нестационарной движущейся распределенной по области с
размерами z = 0.2, α = π/12 нагрузки вида:

p (τ) = (150 sin (0.09τ))
1
2 e−

τ
5 ,

Рис. 2. Нестационарный прогиб оболочки

в безразмерные моменты времени 3 сек и 10 сек при следующих безразмерных
параметрах:

C1 = 0.814, C2 = −0.735, C3 = 0.717, C4 = −0.630, C5 = 0.574, k = 45.

На рис. 2 видно смещение максимального прогиба оболочки вдоль оси z и по углу
α с течением времени, при этом виден несимметричный характер прогиба оболочки,
что соответствует особенностям анизотропной упругой среды.

Выводы. Построена нестационарная функция прогиба для неограниченной анизо-
тропной цилиндрической оболочки Кирхгофа-Лява при воздействии движущейся рас-
пределенной нестационарной нагрузки. Для построения функции прогиба была по-
ставлена задача о нестационарной функции влияния, отыскание которой велось при
помощи прямых и обратных интегральных преобразований Лапласа и Фурье, а также
с применением разложений в экспоненциальные ряды. Приведен пример расчетов.
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NON-STATIONARY DYNAMICS OF ANISOTROPIC KIRCHHOFF-LOVE TYPE
SHEL

Moscow Aviation Institute, Moscow, Russia

Abstract. A non-stationary deflection function is determined for a thin infinite cylindrical shell
of constant thickness under the influence of non-stationary moving pressure. The pressure is
distributed over a rectangular region, which belongs to the side surface of the shell. The shell
material is elastic, anisotropic, and has symmetry to the median surface. The theory of thin elastic
shells is based on the Kirchhoff-Love’s hypotheses. The Dirac delta-functions are used to describe
an instantaneously applied pressure.
Keywords: anisotropic cylindrical shell, non-stationary dynamics, influence function, deflection
function, summarize function, integral transformation, quadrature equations, normal deflection,
Kirchhoff-Love type shell.
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