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Аннотация. Исследуются нестационарные колебания балки Эйлера-Бернулли с учетом мас-
сопереноса. Используется модель упругой диффузии для многокомпонентных сред. Для по-
лучения решения задачи используются вариационный принцип Даламбера и метод эквива-
лентный граничных условий.
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Рассматривается нестационарная задача о плоском упругодиффузионном изгибе
консольно-закрепленной однородной изотропной балки Бернулли- Эйлера.

Математическая модель поперечных колебаний имеет вид [1,2]:

v̈′′ − av̈ = v(IV ) +

N∑
j=1

αjH
′′
j , Ḣq + τqḦq = DqH

′′
q + Λqv

(IV ),
F

J3
= a (1)

Здесь точки обозначают произвольную по времени,штрихи - производную по коор-
динате x1. Все величины в (1) являются безразмерными. Для них приняты следующие
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Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи

обозначения

xi =
x∗i
l
, v =

v∗

l
, τ =

Ct

l
, C2 =

λ∗ + 2µ∗

ρ
, αq =

α(q)

λ∗ + 2µ∗
, Dq =

D(q)

Cl
,

Λq =
m(q)D(q)α(q)n

(q)
0

ρRT0Cl
, λ =

λ∗

λ∗ + 2µ∗
, µ =

mu∗

λ∗ + 2µ∗
, F =

F ∗

l2
, J3 =

J∗3
l2
, τq =

Cτ (q)

l
,

где t – время; x∗i – прямоугольные декартовы координаты; v∗ – поперечный прогиб
балки; l – длина балки; Hq – приращение концентрации q-ой компоненты вещества в
составе N – компонентной среды; n(q)

0 – начальная концентрация q-го вещества; λ∗ и
µ∗ – упругие постоянные Ламе; ρ – плотность; α(q) – коэффициенты самодиффузии;
R – универсальная газовая постоянная; T0 – температура среды; m(q) - молярная
масса q- ого вещества, F ∗ - площадь сечения, J∗3 – момент инерции сечения балки
относительно оси Ox3; τ (q) – время релаксации диффузионных потоков.

Начальные условия полагаем нулевыми. Граничные условия в соответствии с мо-
делью консольного изгиба балки имеют вид (x = x1):

v′
∣∣∣
x=0

= 0, v
∣∣∣
x=0

= 0, Hq

∣∣∣
x=0

= 0,

v′′ + N∑
j=1

αjHj

∣∣∣∣∣
x=1

= 0,

v′′′ + N∑
j=1

αjH
′
j − v̈′

∣∣∣∣∣
x=1

= f22(τ),
(
DqH

′
q + Λqv

′′′) ∣∣∣∣∣
x=1

= 0

(2)
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Решение задачи ищется с помощью метода эквивалентных граничных условий [3,4].
Для этого рассматривается вспомогательная задача

v′
∣∣∣
x=0

= 0,

v′′′ + N∑
j=1

αjH
′
j − v̈′

∣∣∣∣∣
x=0

= f∗21(τ),
(
DqH

′
q + Λqv

′′′) ∣∣∣∣∣
x=0

= f∗q+2,1(τ)

v′
∣∣∣
x=1

= f∗12(τ),

v′′′ + N∑
j=1

αjH
′
j − v̈′

∣∣∣∣∣
x=1

= f22(τ),
(
DqH

′
q + Λqv

′′′) ∣∣∣∣∣
x=1

= 0

(3)

где функции f∗12(τ), f∗1,q+2(τ), f∗21(τ) подлежит определению.
Выражения для искомых функций в задаче (1),(3) записываются следующим обра-

зом [1,2]

v(x, τ) =

b∫
0

[G12(x, τ − t)f∗21(t)−G12(1− x, τ − t)f22(t)]dt+

+

N∑
p=1

τ∫
0

G1,p+2(x, τ − t)f∗p+2,1(t)dt−
τ∫

0

G11(1− x, τ − t)f∗12(t)dt,

ηq(x, τ) =

τ∫
0

[Gq+2,2(x, τ − t)f∗21(t)−Gq+2,2(1− x, τ − t)f22(t)]dt+

+
N∑
k=1

τ∫
0

Gq+2,p+2(x, τ − t)f∗p+2,1(t)dt−
τ∫

0

Gq+2,1(1− x, τ − t)f∗12(t)dt,

(4)

где Gmk – поверхностные функции Грина задачи (1), (3), которые являются решени-
ями следующих задач

G̈′′1k − aG̈1k = GIV1k +

N∑
j=1

αjG
′′
j+1,k, Ġq+1,k + τqG̈q+1,k = DqG

′′
q+1,k + ΛqG

IV
1k ,

(G′′′1k +
N∑
j=1

αjG
′
j+1,k − G̈′1k)

∣∣∣
x1=0

= δ2kδ(τ),

(5)

(G′′′1k +

N∑
j=1

αjG
′
j+1,k − G̈′1k)

∣∣∣
x1=1

= 0,

G′1k

∣∣∣
x1=0

= δ1kδ(τ),
(
DqG

′
q+1,k + ΛqG

′′′
1k

) ∣∣∣
x1=1

= 0,

G′1k

∣∣∣
x1=1

= 0,
(
DqG

′
q+1,k + ΛqG

′′′
1k

) ∣∣∣
x1=0

= δq+2,kδ(τ),

(6)
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Прогибы и приращения концентраций (4) будут удовлетворять задаче (1), (2) если
функции f∗12(τ), f∗1,q+2(τ), f∗21(τ) будут удовлетворять следующей системе интеграль-
ных уравнений [3,4]

4∑
j=1

τ∫
0

aij(τ − t)yj(t)dt = ϕi(τ), (7)

где:

y1(τ) = f∗21(τ), y2(τ) = f∗12(τ), yp+2(τ) = f∗p+2,1(τ),

a11(τ) = G12(0, τ), a12(τ) = −G11(1, τ), a1,p+2(τ) = G1,p+2(0, τ),

aq+2,1(τ) = Gq+2,2(0, τ), aq+2,2(τ) = −Gq+2,1(1, τ), aq+2,p+2(τ) = Gq+2,p+2(0, τ),

a21(τ) = G′′12(1, τ) +
N∑
j=1

αjGq+2,2(1, τ), a22(τ) = −G′′11(0, τ)−
N∑
j=1

αjGq+2,1(0, τ),

aq+2,p+2(τ) =

N∑
p=1

[G′′1,p+2(1, τ) +

N∑
j=1

αjGq+2,p+2(1, τ)],

ϕ1(τ) =

τ∫
0

G12(1, τ − t)f22(t)dt, ϕp+2(τ) =

τ∫
0

Gp+2,2(1, τ − t)f22(t)dt,

ϕ2(τ) =

τ∫
0

[G′′12(0, τ − t) +
N∑
j=1

αjGj=2,2(0, τ − t)]f22(t)dt.

Решение задачи (5), (6) ищется с помощью преобразования Лапласа и пазложения
в ряды по косинусам. В этом случае задача (5), (6) сводится к следубщей систем
елинейных алгебраических уравнений (вехний индекс "L"обозначает трансформанту
Лапласа, s – параметр преобразования Лапласа)

k1(λn, s)G
LF
1k (λn, s)− λ2

n

N∑
j=1

αjG
LF
j+1,k(λn, s) = −2λ2

nδ1k + 2δ2k,

−Λqλ
4
nG

LF
1k (λn, s) + kq+1G

LF
q+1,k(λn, s) = 2λ2

nΛqδ1k − 2δq+2,k,

k1(λn, s) = λ2
ns

2 + as2 + λ4
n, kq+1(λn, s) = s+ τqs

2 + λ2
nDq,

(8)

GLFmk(λn, s) = 2

1∫
0

GLmk(x, s)cos(λnx)dx (m = 1, N + 1, k = 1, N + 2),

GLmk(x, s) =
GLFmk(λn, s)

2
+

∞∑
n=1

GLFmk(λns)cos(λnx), λn = πn.
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Решение системы (8) имеет вид

GLF1k =
P1k(λn, s)

P (λn, s)
, GLFq+1,1 =

2Λqλ
2
n

kq+1
+
Pq+1,1(λn, s)

Qq(λn, s)
,

GLFq+1,2 =
Pq+1,2(λn, s)

Qq(λn, s)
, GLFq+1,p+2 = − 2δqp

kq+1
+
Pq+1,p+2(λn, s)

Qq(λn, s)
,

GLFq+1,k =
2Λqλ

2
nδ1k

kq+1
−

2δq+2,k

kq+1
+
Pq+1,k(λn, s)

Qq(λn, s)
,

Qq(λn, s) = kq+1(λn, s)P (λn, s),

P (λn, s) = k1(λn, s)

N∏
q=1

kq+1(λn, s)− λ6
n

N∑
j=1

αjΛj

N∏
q=1,q 6=j

kq+1(λn, s)

Π(λn, s) =
N∏
q=1

kq+1(λn, s), Πj(λn, s) =
N∏

q=1,q 6=j
kq+1(λn, s)

P11(λn, s) = −2λ2
n[Π(λn, s)− λ2

n

N∑
j=1

αjΛjΠj(λn, s)],

P12(λn, s) = 2Π(λn, s), P1,q+2(λn, s) = −2λ2
nαqΠq(λn, s),

Pq+1,k(λn, s) = λ4
nΛqP1k(λn, s).

Так как многочлены Pmk(λn, s) является рациональными функциями параметра
преобразования Лапласа s, то переход в пространство оригиналов осуществляется с
помощью вычетов и таблиц операционного исчисления. Оригиналы функций Грина:

GF1k(λn, ε, s) =

2N+2∑
j=1

A
(j)
1k (λn)esj(λn)τ , GFq+1,2 =

2N+4∑
j=1

A
(j)
q+1,2(λn)esj(λn)τ ,

GFq+1,1 = 2Λqλ
2
n

2∑
l=1

eξl(λn)τ

kq+1(λn, εl)
+

2N+4∑
j=1

A
(j)
q+1,1(λn)esjτ ,

(9)

GFq+1,p+2 = −2δqp

2∑
l=1

eξl(λn)τ

kq+1(λn, εl)
+

2N+4∑
j=1

A
(j)
q+1,p+2(λn)esj(λn)τ ,

A
(j)
1k (λn) =

P1k(λn, sj(λn))

P ′(λn, sj(λn))
(j = 1, 2N + 2, q = 1, N),

A
(l)
q+1,k(λn) =

Pq+1,k(λn, sj(λn))

Q′q(λn, sj(λn))
(l = 1, 2N + 4),
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G1k(x, τ) =
∞∑
n=1

GF1k(λn, τ) cos(λnx),

Gq+1,1(x, τ) =

∞∑
n=1

GFq+1,1(λn, τ) cosλnx,

Gq+1,2(x, τ) =
∞∑
n=1

GFq+1,2(λn, τ) cosλnx,

Gq+1,p+2(x, τ) =

∞∑
n=1

GFq+1,p+2(λn, τ) cosλnx,

где sj (λn)
(
j = 1, N + 2

)
– нули многочлена P (λn, s), s2N+3 (λn) и s2N+4 (λn) – допол-

нительные нули многочленов Qq (λn, s):

ξ1 (λn) = s2N+3 (λn) =
− 1−

√
1− 4τqDqλ2

n

2τq
,

ξ2 (λn) = s2N+4 (λn) =
− 1 +

√
1− 4τqDqλ2

n

2τq
.

Далее, для решения системы (7) разбиваем область [0, T ], изменения времени τ на
Nτ отрезков точками τm = mh (m = 0, Nτ ) с равномерным шагом h = T

Nτ
и вводим

сеточные функции yjm = yj(τm), aijm = aij(τm). Каждый из интегралов при τ = τm
приближенно заменяем суммой, соответсвующей формуле средних прямоугольников:

τj∫
0

aij(τm − t)yj(t)dt ≈ hSijm−1/2 + haij1/2y
j
m−1/2,

Sijm−1/2 =

m−1/2∑
l=1

aijm−l+1/2y
j
l−1/2, τm−1/2 =

τm−1 + τm
2

= h

(
m− 1

2

)
.

В результате приходим к рекурентной системе линейных алгебраических уравне-
ний:

Aym−1/2 = bm−1/2

Где ym−1/2 = (yim−1/2)4×1 – столбец неизвестных, а остальные величины определя-
ются так:

A = (aij1/2)4×4, bm−1/2 = (bim−1/2)4×1, b
i
m−1/2 =

ϕi(τm)

h
−

4∑
j=1

Sijm−1/2.

Решение полученной системы находится методом Крамера. Решение исходной за-
дачи получается путём численного вычисления свёрток (4) функций Грина (9) вспо-
могательной задачи с функциями, полученными в результате численного решения си-
стемы уравнений (10). Эти свёртки вычисляются с помощью квадратурной формулы
средних прямоугольников.
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A. V. Zemskov, G. M. Faykin

EULER-BERNOULLI CANTILEVER BEAM BENDING CONSIDERING THE
INNER DIFFUSION FLOWS FINITE PROPAGATION SPEED

Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russia

Abstract. Unsteady vibrations of the Euler-Bernoulli beam are studied taking into account mass
transfer. The model of elastic diffusion for multicomponent media is used. To obtain a solution to
the problem, the d’Alembert variational principle and the equivalent boundary conditions method
are used.

Keywords: elastic diffusion, Green’s function, Euler-Bernoulli beam
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