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ВведениеИсследование характеристик упругих оболочек при возникновении в них
конечных деформаций является перспективным направлением развития механики,
что подтверждается большим количеством современных публикаций на эту тему [1–3].
В настоящей работе рассмотрена нелинейно-упругая осесимметричная модель полуто-
роидальной оболочки под действием внутреннего давления. Подобную схему нагруже-
ния можно считать актуальной, поскольку она изучается в современных исследовани-
ях [4]. При этом рассматриваются и более сложные схемы – например, в [5] изучается
оболочка с эллиптическим сечением. В публикациях [6,7] рассматривается тороидаль-
ная оболочка при воздействии внешнего и внутреннего давлений, изучается эффект
устойчивости, возникающий при превышении внешнего давления внутреннего. В ка-
честве первого приближения для оценки напряженно-деформированного состояния
при малых деформациях в работе используется метод конечных элементов [8].
1. Кинематика процесса Рассматривается напряженно-деформированное состоя-

ние оболочки, опорная поверхность которой имеет в начальном (недеформированном)
состоянии форму полутора и нагружается внутренним давлением P . Торцы оболочки
закреплены. Четверть схемы расчета представлена на рисунке 1. Оболочка отнесена

Рис. 1. Схема модели
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к цилиндрической системе координат r0, ϕ, z0. Напряженно-деформированное состоя-
ние не зависит от угла ϕ. Положение точек оболочки, отстающих на расстояние ξ0,
отсчитываемое вдоль нормали к опорной поверхности вдоль нормали n0, в начальном
состоянии определяется в виде

x = (a0 + ρ0 sin θ0) er + ρ0 cos θ0ez + ξ0 (sin θ0er + cos θ0ez) (1)

Будем полагать, что толщина оболочки в начальном состоянии постоянна и равна
h0. Тогда −h0

2 ≤ ξ0 ≤ h0
2 . Положение тех же материальных точек в деформированном

состоянии определяется в виде

xxx = r (θ0) er + z (θ0) ez + λ3 (θ0) ξ0n (2)

Таким образом, положение материальных точек среды характеризуется функция-
ми r (θ0), z (θ0), λ3 (θ0), зависящими от начального угла θ0, определяющего положение
материальных точек. Закон (2) предполагает выполнение обобщенной гипотезы Кир-
гоффа – точки, лежащие на прямой вдоль начальной нормали ~n0, остаются на прямой
вдоль текущей нормали n, определяемой углом θ (θ0): n = cos [θ (θ0)] er + sin [θ (θ0)] ez
При этом λ3 (θ0) – относительное удлинение (укорочение) нормальных волокон.

Как известно, [9] аффинор деформации связывает материальные элементарные век-
торы в начальном и деформированном состоянии. Элементарный (бесконечно малый)
вектор начального состояния имеет вид

dx =
∂ x

∂θ0
dθ0 +

∂ x

∂ξ0
dξ0 +

∂ x

∂ϕ
dϕ = e1dθ0 + e2dξ0 + e3dϕ (3)

где ei – векторы-касательные к координатным линиям. Из выражений (1), (3) по-
лучим

e1 = (ρ0 + ξ0) (cos θ0er − sin θ0ez) = (ρ0 + ξ0)τττ0

e2 = (a0 + ρ0 sin θ0 + ξ0 sin θ0) eϕ
e3 = sin θ0er + cos θ0ez = n0

Поскольку a0 � h0, пренебрегаем слагаемыми, содержащими ξ0 в выражениях для
ei:

e1 ' ρ0τττ0

e2 ' (a0 + ρ0 sin θ0) eϕ
e3 = n0

(4)

Используя представление отсчетного базиса в виде (4), найдем контравариантные
компоненты отсчетного базиса:

e1 = e2×e3
|e1·(e2×e3)| = 1

ρ0
τττ0

e2 = e3×e1
|e1·(e2×e3)| = 1

a0+ρ0 sin θ0
eϕ = 1

r0
eϕ

e3 = e1×e2
|e1·(e2×e3)| = e3 = n0

(5)

Элементарный материальный вектор деформированного состояния представим в виде

dxxx =
∂ xxx

∂θ0
dθ0 +

∂ xxx

∂ϕ
dϕ+

∂ xxx

∂ξ0
dξ0.

Используя выражение (2), получим следующие представления векторов материаль-
ного базиса:

3331 = ∂ xxx
∂θ0
' dr

dθ0
er + dz

dθ0
ez = r′er + z′ez

3332 = ∂ xxx
∂ϕ ' r

∂ er
∂ϕ = reϕ

3333 = ∂ xxx
∂ξ0

= λ3n

(6)
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где r′ = dr
dθ0

, z′ = dz
dθ0

. Представим тензор-аффинор Φ с помощью (5) и (6) в следующем
виде [9]

Φ =
0
∇ xxx = ei333i =

1

ρ0
τττ0

(
r′er + z′ez

)
+

r

r0
eϕeϕ + λ3n0n (7)

Из определения меры деформаций Коши-Грина через тензор-аффинор находим ее
диадное разложение:

G = Φ ·ΦT = (r′)2+(z′)2

ρ20
τττ0τττ0+

+λ3
ρ0

[r′ (er · n) + z′ (ez · n)] (τττ0n0 + n0τττ0) +
(
r
r0

)2
eϕeϕ + λ2

3 n0n0

В начальном приближении можно пренебречь сдвиговыми компонентами и принять

G ' (r′)2 + (z′)2

ρ2
0

τττ0τττ0 +

(
r

r0

)2

eϕeϕ + λ2
3 n0n0 = λ2

1τττ0τττ0 + λ2
2eϕeϕ + λ2

3 n0n0 (8)

В упрощенном представлении (8) τττ0, eϕ, n0 – главные векторы меры Коши-Грина,

λ1 =

√
(r′)2 + (z′)2

ρ0
, λ2 =

r

r0
(9)

– относительное удлинение меридионального волокна, относительное удлинение
окружного волокна соответственно. Учитывая (8), запишем представления единично-
го вектора τττ , касательного к меридиану в деформированном состоянии и единичный
вектор нормали n к деформированной поверхности:

τττ = 3331
|3331| = (r′er+z′ez)√

(r′)2+(z′)2
= 1

ρ0λ1
3331,

n = 3331×3332
|3331||3332| = 1

λ1λ2r0ρ0
(r′er + z′ez)× reϕ = 1

λ1ρ0
(r′ez − z′er)

(10)

С учётом данных выражений векторы материального базиса (6) запишем в виде

3331 = λ1ρ0τττ ; 3332 = reϕ = r0λ2eϕ; 3333 = λ3n (11)

Используя условие 333i ·333j = δij , определим векторы контравариантного материального
базиса 333i из (11):

3331 =
λ1

ρ0
τττ ; 3332 =

λ2

r0
eϕ; 3333 =

1

λ3
n (12)

Таким образом, описаны меры деформирования среды.
2. Напряженное состояние и уравнения равновесия Для описания напря-

женного состояния среды в нелинейной теории упругости могут быть использованы
различные тензорные меры. Будем полагать, что напряженное состояние в полуто-
роидальной оболочке описывается тензором истинных напряжений и пренебрегаем
сдвиговыми напряжениями. Тогда разложение тензора можно представить в виде

S = s1133313331 + s2233323332 + s3333333333

С учётом (11) последнюю формулу преобразуем последнюю формулу:

S = σ11ττττττ + σ22eϕeϕ + σ33n n, (13)
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где σ11 = λ1
2ρ0

2s11, σ22 = (λ2r0)2s22, σ33 = λ3
2s33. Распределение компонент тензора

напряжений по начальным координатам x1 = θ0, x2 = ϕ, x3 = ξ0 должно удовлетво-
рять уравнениям равновесия. Используем смешанную (Лангранжево-Эйлерову) фор-
му условий равновесия [10] при отсутствии массовых сил

333i · ∂ S

∂ xi
= 0. (14)

Полагаем оболочку тонкой: h0
ρ0
� 1, а напряженное состояние однородным по тол-

щине. При этом напряжением σ33 по сравнению с σ11 и σ22 пренебрегаем. В условиях
равновесия производную от σ33 по ξ0 учитываем. В результате условие равновесия
(14) для тензора напряжений (13) примет следующий вид:

3331 · ∂ (σ11τττ τττ + σ22eϕeϕ)

∂ θ0
+3332 · ∂ (σ11τττ τττ + σ22eϕeϕ)

∂ ϕ
+3333 · ∂ σ33n n

∂ ξ0
= 0 (15)

Касательный и нормальный векторы к меридианной деформированной поверхности
могут быть записаны не только с помощью соотношений (10), но и с помощью угла
θ (θ0) в виде:

n = sin θer + cos θez,
τττ = cos θer − sin θez.

(16)

В (16) угол θ определяется из соотношений (8), (10):

cos θ = n · ez = r′

λ1ρ0
= r0λ′2

ρ0λ1
,

sin θ = n · er = − z′

λ1ρ0

(17)

С помощью (17) запишем производные векторов τττ , eϕ, а также угла θ по начальному
углу θ0, входящие в первое слагаемое (15):

∂τττ

∂θ0
= − (sin θer + cos θez) θ

′ ≡ −θ′n, (18)

∂eϕ
∂θ0

= 0 (19)

θ′ =
dθ

dθ0
= −λ1

z′

(
r′

λ1

)′
= −λ1r0

z′

(
λ′2
λ1

)′
(20)

Для второго слагаемого (15) с помощью (10) полезно получить дифференциальные
соотношения

∂ τττ

∂ ϕ
=

r′

λ1ρ0

∂ er
∂ ϕ

= cos θ eϕ (21)

∂ eϕ
∂ ϕ

= −er = − cos θ τττ − sin θ n (22)

Раскрывая производные (15) с помощью (18)–(22) и используя выражения вектором
взаимного материального базиса (12), получим уравнения равновесия в виде(

1

λ1ρ0

∂ σ11

∂ θ0
+

cos θ

λ2r0
(σ11 − σ22)

)
τττ +

(
− θ′

λ1ρ0
σ11 −

sin θ

λ2r0
σ22 +

1

λ3

∂ σ33

∂ ξ0

)
n = 0

Приравнивая к нулю компоненты вектора в левой части последнего выражения, по-
лучим с учётом (17) уравнения равновесия в координатной форме:

r
∂ σ11

∂ θ0
+

∂ r

∂ θ0
(σ11 − σ22) = 0 (23)
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λ3

(
θ′rσ11 + λ1ρ0 sin θσ22

)
− λ1ρ0r

∂ σ33

∂ ξ0
= 0 (24)

Если принять материал несжимаемым, относительное удлинение нормальных волокон
λ3 также может быть выражено через функции

λ3 =
1

λ1λ2
=
ρ0r0 cos θ

r′r
(25)

3. Определяющие соотношения, замкнутая система уравнений Для замы-
кания системы уравнений (23)–(25) необходимо определить связь между тензором
истинных напряжений и соответствующей мерой деформации. Пренебрежем измене-
нием углов между материальными волокнами в процессе деформирования. Тогда из
работы [11] следует, что для изотропных несжимаемых материалов в рамках данной
постановки можно использовать выражение

σσσ = 2G ln V + σ0E, (26)

где V – правая мера искажения, σ0 = 1
3 (σ11 + σ22 + σ33). По определению [10],

V2 = ΦT ·Φ
Используем приближенное выражение аффинора, следующее из его представления
(7) с учетом формул для λi:

Φ ' λ1τττ0τττ + λ2eϕeϕ + λ3n0n

Тогда
V2 ' λ1

2ττττττ + λ2
2eϕeϕ + λ3

2nn,

откуда
V ' λ1ττττττ + λ2eϕeϕ + λ3nn.

Тогда из последнего соотношения и (26) получим при условии плоского напряженного
состояния, когда σ33 = 0:

σ11 = 2G lnλ1 + 1
3 (σ11 + σ22) ,

σ22 = 2G lnλ2 + 1
3 (σ11 + σ22) .

Разрешая данную систему относительно σ11 и σ22, получим

σ11 = 4G lnλ1 − 2G lnλ2 = 2G (2 lnλ1 − lnλ2)
σ22 = 2G (2 lnλ2 − lnλ1)

(27)

Таким образом, уравнение равновесия (23) вместе с формулировкой компонент напря-
жений (27) и выражениями (9) для λi является уравнение относительно неизвестных
функций r (θ0), z (θ0). Для упрощения уравнения равновесия (24) запишем граничные
условия для вектора напряжений на внешней (нормаль n+

0 ) и внутренней (нормаль
n−0 )поверхностей полутороидальной оболочки:

P(n−0 ) = Pn0 = σσσ|
ξ=−h0

2

· n−0 = −σ33|ξ=−h0
2

n0

P(n+
0 ) = 0 = σ33|ξ=h0

2

n0

Проинтегрируем уравнение (24) по координате ξ0 от −h0
2 до h0

2 . В результате данное
уравнение примет следующий вид:

λ3h0 (θ0)
(
θ′rσ11 + λ1ρ0 sin θσ22

)
= λ1ρ0rP (28)
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Уравнения (23), (28), выражения (8), (25) для λi с компонентами σii (27) образуют
замкнутую систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений отно-
сительно неизвестных функций r (θ0), z (θ0). Для решения данной системы используем
граничные условия в перемещениях:

r|θ0=−π
2

= a0 − ρ0, r|θ0=π
2

= a0 + ρ0,

z|θ0=−π
2

= 0, z|θ0=π
2

= 0

4. Оценка напряженно деформированного состояния оболочки в случае
малых деформаций В качестве первого приближения для оценки напряженно-
деформированного состояния оболочки используем решение соответствующей задачи
в случае малых деформаций. Методом конечных элементов для безразмерной модели
с параметрами P = 0.05, a0 = 1, ρ0 = 0.1, h0 = 0.02, G = 0.5 получен вид дефор-
мированного состояния срединной поверхности оболочки. На рисунке 2 представлен

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1

r

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

z

initial shape

deformed shape

Рис. 2. Деформированный и
недеформированный вид сечения

оболочки.

деформированный (deformed shape) и недеформированный (initial shape). Данное ре-
шение можно использовать в качестве приближения при решении задачи в конечных
деформациях.
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Abstract. A nonlinear elastic axisymmetric model of a semi-toroidal shell fixed at the bases under
the internal pressure is considered. An approach to the formulation of measures that determine
the stress-strain state of the shell is proposed. For an incompressible material, a closed system
of nonlinear ordinary differential equations for unknown functions is obtained. The finite element
method is used to estimate the stress-strain state of the shell in the case of small deformations.
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