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Аннотация. В данной работе представлено исследование рассматриваемого класса нелиней-
ных дифференциальных уравнений с подвижными особыми точками. Учитывая авторскую
разработку теоремы существования и единственности решения построена структура анали-
тического приближенного решения, для которой, в данной работе, было установлено влияние
возмущения подвижной особой точки. Представленные теоретические положения подтвер-
ждены с помощью численного эксперимента. Для оптимизации априорных оценок применя-
лась апостериорная оценка.
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1. Введение. Потребность развития физических наук, к изучению меняющихся
процессов привело к возникновению и формированию основных понятий дифферен-
циального и интегрального исчисления. Большинство процессов носит сложный ха-
рактер, для описания которых возникает необходимость применения нелинейных диф-
ференциальных уравнений.

В работе [1] проводится исследование волновых процессов в балке на основе уравне-
ния третьего порядка, заданного в неявном виде. При этом предлагается классическая
теория, которая не работает для случая нелинейных дифференциальных уравнений.
Существенной особенностью таких уравнений являются подвижные особые точки, что
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является препятствием для использования классической теории. Следует отметить,
что нелинейные уравнения в данном случае относятся к категории, лишь в частном
случае разрешимых в квадратурах. Это обстоятельство подчеркивает актуальность и
новизну выполненных исследований в статье. В авторской публикации [2,3] приведено
доказательство теоремы существования и единственности решения для нелинейного
дифференциального уравнения третьего порядка. Получена структура аналитическо-
го приближенного решения с априорными оценками и представлены численные экс-
перименты.

На данный момент существующая теория позволяет определять подвижные особые
точки лишь приближенно. Это обстоятельство ставит перед исследователем задачу
исследования влияния возмущения подвижной особой точки на структуру аналити-
ческого приближенного решения. В данной публикации представлено теоретическое
обоснование этой задачи.

Если в работах [2, 3] дается развитие теоретического обоснования представленного
ранее в работах [4–8], то в публикациях [9–14] представлен вариант, имеющий прило-
жения нелинейных уравнений с подвижными особенностями для строительных кон-
струкций консольного типа.
2. Результаты исследования. Ранее в работе [2] для точного решения задачи

Коши
y′′′ = y2 + r(x), (1) y(x0) = y0,
y′(x0) = y1,
y′′(x0) = y2,

(2)

была получена структура аналитического приближенного решения:

y(x) = (x∗ − x)−3
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n. (3)

Так как известные методы нахождения подвижных особых точек позволяют полу-
чить последние только приближенно, то возникает необходимость в решении задачи
о влиянии погрешности подвижной особой точки на аналитическое приближенное ре-
шение (3). Поэтому получаем следующую структуру:

ỹ(x) = (x̃∗ − x)−3
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n. (4)

Следующая теорема позволяет обосновать влияние погрешности теоретически.

Теорема 1. Требуем выполнения следующие условий:
1) r(x) ∈ C∞ в области |x̃∗ − x| < ρ1, где 0 < ρ1 = const;

2) ∃Mi :
|r(n)(x̃∗)|

n!
6Mi, Mi = const;

3) x̃∗ 6 x∗;
4) известна оценка погрешности для значения x̃∗: |x̃∗ − x∗| 6 ∆x̃∗;
5) ∆x̃∗ < 1/ 6

√
M + 1.

В этом случае приближенное решение (3) задачи (1)–(2) для любой из областей

x̃∗ − ρ2 < x < x̃∗ −∆x̃∗, (5)

x̃∗ −∆x̃∗ < x < x̃∗ (6)
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будет иметь оценку погрешности

∆ỹN 6 ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3,

где

∆0 6 60
∆x̃∗

(
3α2 + α∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
α6

,

∆1 =
∆x̃∗

1− 26(M + 1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M + 1)

)
,

∆2 6
∆x̃∗∆M

1−26(M+∆M+1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M+∆M+1)

)
,

∆3 6
(M + 1)

N+1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
в случае N + 1 = 6n,

∆3 6
(M + 1)

N
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для варианта N + 1 = 6n+ 1,

∆3 6
(M + 1)

N−1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
при N + 1 = 6n+ 2,

∆3 6
(M + 1)

N−2
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для случая N + 1 = 6n+ 3,

∆3 6
(M + 1)

N−3
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+
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+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
при условии, что N + 1 = 6n+ 4, и

∆3 6
(M + 1)

N−4
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N−2)(N−3)(N−4) + 120
+

α

(N−1)(N−2)(N−3) + 120
+

+
α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
для N + 1 = 6n+ 5, при этом

ρ2 = min

{
ρ1,

1

2 6
√
M + 1

}
, M = max

{
sup
n

{
|r(n)(x̃∗)|

n!

}
, |y0|, |y1|, |y2|

}
,

∆M =

(
sup
n

{
|r(n+1)(x̃∗)|

n!

})
∆x̃∗, n = 0, 1, 2, ... ,

α =

{
|x̃∗ − x| для x из области (5),
∆x̃∗ для x из области (6).

Доказательство.

∆ỹN (x) = |y(x)− ỹN (x)| 6 |y(x)− ỹ(x)|+ |ỹ(x)− ỹN (x)|.

Оценим выражение:

|y(x)− ỹ(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
0

Cn(x∗ − x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣
∞∑
0

Cn(x∗−x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x∗−x)n−3

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
0

C̃n(x∗−x)n−3 −
∞∑
0

C̃n(x̃∗−x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3 +
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x∗ − x)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ 6
6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3 +
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ .
А так как

|ỹ(x)− ỹN (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3 −
N∑
0

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C̃n(x̃∗ − x)n−3

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3,



20 Т. С.АЛЕРОЕВ, М.В. ГАСАНОВ

то для ∆ỹN (x) получаем

∆ỹN (x) 6
∞∑
0

|Cn − C̃n||x∗ − x|n−3+

+
∞∑
0

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣+
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3

или, с учетом того, что

C0 = −60, C1 = 0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = 0, C5 = 0,

C6 =
A0

126
, C7 =

A1

144
, C8 =

A2

180
, C9 =

A3

240
, C10 =

A4

330
, C11 =

A5

456
, ... ,

имеем
∆C̃0 = ∆C̃1 = ... = ∆C̃5 = 0,

следовательно,

∆ỹN (x) 6 |C̃0|
∣∣∣∣ 1

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3
− 1

(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣+
+
∞∑
6

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣+
∞∑
6

|∆C̃n||x∗ − x|n−3 +

+
∞∑
N+1

|C̃n||x̃∗ − x|n−3 = ∆0 + ∆1 + ∆2 + ∆3.

Далее

∆0 = |C̃0|
∣∣∣∣ 1

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3
− 1

(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣ = 60

∣∣∣∣(x̃∗ − x)3 − ((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3

((x̃∗ − x) + ∆x̃∗)3(x̃∗ − x)3

∣∣∣∣ 6
6 60

∆x̃∗
(
3|x̃∗ − x|2 + |x̃∗ − x|∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
|x̃∗ − x|6

6 60
∆x̃∗

(
3α2 + α∆x̃∗ + (∆x̃∗)2

)
α6

,

где

α =

{
|x̃∗ − x| для x из области (5),
∆x̃∗ для x из области (6).

Оценим ∆1. С учетом структуры оценок Cn [2]

|C6n| 6
1

(6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120
(M + 1)n = V6n,

|C6n+1| 6
1

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
(M + 1)n = V6n+1,

|C6n+2| 6
1

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
(M + 1)n = V6n+2,

|C6n+3| 6
1

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
(M + 1)n = V6n+3,

|C6n+4| 6
1

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+4,

|C6n+5| 6
1

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+5
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и ограниченности производных в силу пункта 2 настоящей теоремы, получаем

∆1 =
∞∑
6

|C̃n|
∣∣(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−3 − (x̃∗ − x)n−3

∣∣ 6
6
∞∑
6

|C̃n|
∣∣∆x̃∗(n− 3)(x̃∗ − x+ ∆x̃∗)n−4

∣∣ =
∞∑
0

26n−2|C̃6n+1|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−2

∣∣+
+
∞∑
0

26n−1|C̃6n+2|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−1

∣∣+
∞∑
0

26n|C̃6n+3|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n

∣∣+
+
∞∑
0

26n+1|C̃6n+4|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+1

∣∣+
∞∑
0

26n+2|C̃6n+5|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+2

∣∣+
+
∞∑
0

26n+3|C̃6n+6|
∣∣∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+3

∣∣ 6
6
∞∑
0

26n−2 (M + 1)n

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−2|+

+

∞∑
0

26n−1 (M + 1)n

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n−1|+

+
∞∑
0

26n (M + 1)n

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n|+

+
∞∑
0

26n+1 (M + 1)n

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+1|+

+
∞∑
0

26n+2 (M + 1)n

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+2|+

+
∞∑
0

26n+3 (M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
|∆x̃∗(x̃∗ − x)6n+3| 6

6
2−2∆x̃∗|x̃∗ − x|−2

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2−1∆x̃∗|x̃∗ − x|−1

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

∆x̃∗

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

+
2∆x̃∗|x̃∗ − x|

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

22∆x̃∗|x̃∗ − x|2

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
+

23∆x̃∗|x̃∗ − x|3(M + 1)

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
=

=
∆x̃∗

1− 26(M + 1)|x̃∗ − x|6
(
2−2|x̃∗ − x|−2 + 2−1|x̃∗ − x|−1 +

+ 1 + 2|x̃∗ − x|+ 22|x̃∗ − x|2 + 23|x̃∗ − x|3(M + 1)
)
.

Окончательно получаем

∆1 6
∆x̃∗

1− 26(M + 1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M + 1)

)
в области α 6 1/(2 6

√
M + 1).
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Переходим к оценке ∆2. Необходимо доказать справедливость оценок для ∆C̃6n,
∆C̃6n+1, ∆C̃6n+2, ∆C̃6n+3, ∆C̃6n+4, ∆C̃6n+5:

|∆C6n| 6
∆M

(6n− 3)(6n− 4)(6n− 5) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n,

|∆C6n+1| 6
∆M

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+1,

|∆C6n+2| 6
∆M

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+2,

|∆C6n+3| 6
∆M

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+3,

|∆C6n+4| 6
∆M

(6n+ 1)(6n− 1)6n+ 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+4,

|∆C6n+5| 6
∆M

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + ∆M + 1)n = V6n+5,

где

∆M =

(
sup
n

{
|r(n+1)(x̃∗)|

n!

})
∆x̃∗, n = 0, 1, 2, ... .

С учетом доказанной ранее теоремы существования и единственности решения имеем
рекуррентное соотношение:

1) n+ ρ− 3 = n+ 2ρ;

2) (n− 3)(n− 4)(n− 5)Cn = C∗n +An−6, где C∗n =
n∑
i=0

CiCn−i.

Докажем справедливость оценок для случая ∆C̃6n+6:

∆C̃6n+6 = |C̃6n+6 − C6n+6| =
∣∣∣∣ 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(C̃∗6n+6 +An−6) −

− 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(C∗6n+6 +An−6)

∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

C̃iC̃6n+6−i −
6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×

×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(Ci + ∆C̃i)(C6n+6−i + ∆C̃6n+6−i)−
6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×

×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(
CiC6n+6−i+Ci∆C̃6n+6−i+∆C̃iC6n+6−i+∆C̃i∆C̃6n+6−i

)
−

6n+6∑
i=0

CiC6n+6−i

∣∣∣∣∣ 6
6

1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
×
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×

∣∣∣∣∣
6n+6∑
i=0

(
Ci∆C̃6n+6−i + ∆C̃iC6n+6−i + ∆C̃i∆C̃6n+6−i

)∣∣∣∣∣ .
После ряда преобразований получаем оценку для ∆C̃6n+6:

∆C̃6n+6 6
∆M

(6n+ 2)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(M + ∆M + 1)n+1.

Таким же образом показываем справедливость оценок для ∆C̃6n+1, ∆C̃6n+2, ∆C̃6n+3,
∆C̃6n+4, ∆C̃6n+5.

Переходим к оценке для ∆2:
∞∑
6

|∆C̃n| |x̃∗ − x+ ∆x̃∗|n−3 =

∞∑
0

26n−2|∆C̃6n+1|
∣∣(x̃∗ − x)6n−2

∣∣+
+
∞∑
0

26n−1|∆C̃6n+2|
∣∣(x̃∗ − x)6n−1

∣∣+

∞∑
0

26n|∆C̃6n+3|
∣∣(x̃∗ − x)6n

∣∣+
+
∞∑
0

26n+1|∆C̃6n+4|
∣∣(x̃∗ − x)6n+1

∣∣+
∞∑
0

26n+2|∆C̃6n+5|
∣∣(x̃∗ − x)6n+2

∣∣+
+
∞∑
0

26n+3|∆C̃6n+6|
∣∣(x̃∗ − x)6n+3

∣∣ 6
6
∞∑
0

26n−2 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n− 2)(6n− 3)(6n− 4) + 120
|(x̃∗ − x)6n−2|+

+
∞∑
0

26n−1 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n− 1)(6n− 2)(6n− 3) + 120
|(x̃∗ − x)6n−1|+

+
∞∑
0

26n ∆M(M + ∆M + 1)n

6n(6n− 1)(6n− 2) + 120
|(x̃∗ − x)6n|+

+
∞∑
0

26n+1 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n+ 1)6n(6n− 1) + 120
|(x̃∗ − x)6n+1|+

+
∞∑
0

26n+2 ∆M(M + ∆M + 1)n

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
|(x̃∗ − x)6n+2|+

+
∞∑
0

26n+3 ∆M(M + ∆M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
|(x̃∗ − x)6n+3| 6

6
2−2∆M |x̃∗ − x|−2

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2−1∆M |x̃∗ − x|−1

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

+
∆M

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

2∆M |x̃∗ − x|
1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6

+

+
22∆M |x̃∗ − x|2

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
+

23∆M |x̃∗ − x|3(M + ∆M + 1)

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
=

=
∆x̃∗∆M

1− 26(M + ∆M + 1)|x̃∗ − x|6
(
2−2|x̃∗ − x|−2 + 2−1|x̃∗ − x|−1 +
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+ 1 + 2|x̃∗ − x|+ 22|x̃∗ − x|2 + 23|x̃∗ − x|3(M + ∆M + 1)
)
.

Окончательно для ∆2 получаем оценку

∆2 6
∆x̃∗∆M

1− 26(M+∆M+1)α6

(
2−2α−2 + 2−1α−1 + 1 + 2α+ 22α2 + 23α3(M+∆M+1)

)
.

При оценке ∆3 воспользуемся результатом доказанной теоремы об априорной по-
грешности аналитического приближенного решения [2], на основании которого в слу-
чае N + 1 = 6n имеем

∆3 6
(M + 1)

N+1
6 αN−1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

а так же для случая N + 1 = 6n+ 1:

∆3 6
(M + 1)

N
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

для варианта N + 1 = 6n+ 2 следует

∆3 6
(M + 1)

N−1
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

при N + 1 = 6n+ 3 будем иметь

∆3 6
(M + 1)

N−2
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

для случая N + 1 = 6n+ 4 получаем

∆3 6
(M + 1)

N−3
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+
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+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

а при условии, что N + 1 = 6n+ 5 справедлива оценка

∆3 6
(M + 1)

N−4
6 αN+1

1− (M + 1)α6

(
1

(N − 2)(N − 3)(N − 4) + 120
+

+
α

(N − 1)(N − 2)(N − 3) + 120
+

α2

N(N − 1)(N − 2) + 120
+

α3

(N + 1)N(N − 1) + 120
+

+
α4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

α5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

)
,

при этом

ρ2 = min

{
ρ1,

1
6
√
M + 1

}
, M = max

{
sup
n

{
|r(n)(x̃∗)|

n!

}
, |y0|, |y1|, |y2|

}
.

Теорема доказана. �

3. Численный эксперимент. Рассмотрим задачу Коши (1)–(2): r(x) ≡ 0, y(0) =
= 100, y′(0) = 75, y′′(0) = 90, с приближенным значением возмущенной подвижной
особой точки x̃∗ = 0,9962, ∆x̃∗ = 0,0002. Рассматривается структура приближенного
решения (4) ỹN , где x1 соответствует области указанной в теореме при ρ2 = 0,354.
Значения численного расчета задачи Коши (1)–(2) приведены в табл. 1, где ỹ9(x1) —
аналитически приближенное решение (4); ∆ — априорная оценка погрешности, полу-
ченная по теореме 1; ∆1 — апостериорная оценка.

Таблица 1. Результаты численного расчета для аналитически приближенного решения

x1 ỹ9(x1) ∆ ∆1

0,7 2306,98928 0,0007 0,00005

Для ∆1 = 0,00005 в структуре приближенного решения (4) требуется N = 12. Так
как слагаемые с 10 по 12 в структуре приближенного решения не превышают ε =
0,00005, то можно утверждать, что значение аналитического приближенного решения
ỹ9(x1) имеет точность ε = 0,00005.
4. Заключение. В статье дано развитие теории нелинейных дифференциальных

уравнений с подвижными особенностями. Представлено исследование задачи о вли-
янии погрешности подвижной особой точки на структуру аналитического прибли-
женного решения. Полученные результаты подтверждены численными расчетами и
оптимизированы с помощью апостериорной оценки. Представленные исследования
являются одним из этапов в развитии теории нелинейных дифференциальных урав-
нений и их приложений.
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APPROXIMATE SOLUTION OF A NONLINEAR THIRD-ORDER EQUATIONS
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Abstract. This paper presents a study of one class of nonlinear differential equations with movable
singular points. On the basis of the previously proved theorem of existence and uniqueness of the
solution, the structure of the analytical approximate solution was obtained, for which, in this work,
the influence of the perturbation of a moving singular point was established. Results are tested
using a numerical experiment. To optimize the prior estimates, the posterior estimate was used.

Keywords: wave processes, elastic beam, nonlinear differential equations, moving singular point,
analytical approximate solution, a priori estimate.
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