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Аннотация. Статья посвящена численному моделированию остаточных напряжений в неод-
нородном торе. Материал тора полагается термоупругопластическим. Расчет температурных
напряжений происходит в рамках квазистатического приближения. Рассчитываются поля
остаточных напряжений и деформаций. Приводятся численные результаты решения краевой
задачи в тороидальных координатах. Рассматриваются случаи длинного тора и возможность
аналитического приближения исходной краевой задачи.
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1. Введение. Разработка и создание новых материалов, конструкций и деталей ма-
шин на их основе для всех отраслей народного хозяйства является одним из основных
современных направлений научно-технического прогресса. Особое место среди них за-
нимают функционально-градиентные материалы, конструкции и покрытия для кос-
мической промышленности и технологии их изготовления. Первые функционально-
градиентные структуры были разработаны для создания тепловых барьеров двигате-
лей космических кораблей, однако со временем они стали применяться в совершенно
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Рис. 1. Система координат.

разных областях – от медицины до атомной промышленности. Тем не менее, наи-
более технологичная передовая космическая промышленность по-прежнему является
основным их потребителем [1-5].

Математические модели деформирования изделий, изготовленных аддитивными
способами, несомненно должны учитывать температурные эффекты. Модель термо-
упругопластчиности, полученная обобщением классического модели Прандтля–Рейса
полностью отвечает требованиям, предъявляемым современной инженерией к иссле-
дователям. Ранее авторами, настоящего сообщения, был решен ряд краевых задач
по расчету температурных напряжений в телах с осевой и центральной симметрией
[6–18]. В предлагаемой работе рассмотрим проблему расчета остаточных напряже-
ний в условиях тороидальной симметрии. Основу расчетов пластического течения,
предваряющего стадию разгрузки материала, возьмем результаты изложенные в пуб-
ликациях [19-21].
2. Основные уравнения термоупругой модели в тороидальных координа-

тах. На протяжении статьи будем использовать нотацию предыдущих работ [19-21].
Введем систему координат (см. Рис. 1) тогда переход к декартовым координатам будет
происходит согласно соотношениям

X = Ω cos(ϕ), Y = Ω sin(ϕ), Z = R0 cos(θ), Ω = (R0 + r sin(θ)), (1)

где R0 большой радиус тора, r ∈ [r1, r2], r1 и r2 внутренний и внешний радиусы попе-
речного сечения тора. Центр тора совпадает с нулем декартовой системы координат
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Деформации dij = eij + pij состоят из термоупругой eij и пластической pij частей.
В условиях тороидальной симметрии имеем

dθθ =
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Уравнения равновесия в рассматриваемом случае запишутся в виде
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Подставив определяющие соотношения термоупругого тела

σij = λδijtreij − αδij(3λ+ 2µ)(T − T0) + 2µeij , (4)

в уравнения равновесия не сложно получить уравнения для определения перемещений
в областях термоупругого равновесия. В (4) приняты обозначения δij — дельта Кро-
некера, λ, µ — постоянные Ламе, α — коэффициент линейного теплового расширения,
(T − T0) — температур начально T0 и текущей T .

Уравнение теплопроводности примет вид

T,rr +
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3. Краевая задача разгрузки в тороидальных координатах. Рассмотрим
тело, обладающее тороидальной симметрией, с внутренней полостью радиуса R0 и
параметрами сечения r1 < r < r2. В случае симметричного температурного поля,
получим

uϕ = 0, drϕ = dθϕ = 0, σrϕ = σθϕ = 0. (6)
Будем рассматривать свободное тепловое расширения, т.е.

σrr(r1, θ) = 0, σrθ(r1, θ) = 0, σrr(r2, θ) = 0, σrθ(r2, θ) = 0. (7)

В предположении малости отношения r2/R0 уравнение теплопроводности суще-
ственно упрощается и записывается в виде

T,r + rT,rr = 0. (8)

Уравнения равновесия (3) и компоненты деформаций (2) в этом случае преобразу-
ются к виду

σrr,r +
σrθ,θ
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+
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r
= 0, σrθ,r +

σθθ,θ
r

+
2σrθ
r

= 0.

drr = F,r dϕϕ = C, dθθ =
F

r
, drθ = 0,

(9)

где F (r) — функция, требующая определения, C — не определенные постоянные.
Перемещения получаются в виде

ur(r, θ) = F (r) +R0C sin(θ), uθ(r, θ) = R0C cos(θ). (10)
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Рис. 2.

Вид функции F (r) зависит от краевых условий рассматриваемой задачи.
Состояние термпоупругопластического материала при наличии накоп-

ленных необратимых деформаций. Расчет пластического течения обсуждался
ранее в работах [19-21]. Приведем графические результаты такого расчета Рис.2-Рис.3.
Рассмотрим процесс охлаждения тела до уровня комнатной (T = T0). В этом слу-
чае, после пластического течения начнется процесс разгрузки, характеризуемый тер-
моупругим деформированием с учетом накопленных пластических деформаций. Не
сложно получить связь компонент необратимых деформаций (pϕϕ = −prr−pθθ), тогда
выражения для силовых напряжений примут вид
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η2
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dρ− 2µ2
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2(λ+ µ)
,

(11)

где P , Q — постоянные, определяемые из краевых условий, а компоненты пластиче-
ских деформаций можно определить согласно зависимостям

prr =


p∗rr, r1 ≤ r ≤ b,
p∗∗rr , b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2,

pθθ =


p∗θθ, r1 ≤ r ≤ b,
0, b ≤ r ≤ a,
0, r1 ≤ a ≤ r2.

(12)

По формулам (11) и (12) легко провести численные расчеты напряженно деформи-
рованного состояние упругой разгрузки материала в условиях тороидальной симмет-
рии.
Заключение. В работе приводятся результаты численного анализа остаточных

напряжений термоупругопластического тела, обладающего тороидальной симметрии.
Рассмотрен случаи длинного тора и возможность аналитического приближения ис-
ходной краевой задачи.
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Рис. 3.
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Abstract. The article is devoted to the numerical simulation of residual stresses in an
inhomogeneous torus. The torus material is assumed to be thermoelastoplastic. The calculation
of temperature stresses is carried out within the framework of the quasi-static approximation.
Residual stress and strain fields are calculated. Numerical results of solving the boundary value
problem in toroidal coordinates are presented. The cases of a long torus and the possibility of an
analytical approximation of the original boundary value problem are considered.
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