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К настоящему времени разработаны и успешно апробированы разнообразные техно-
логические способы создания гибридных полиметаллических конструкций без каких
либо серьезных ограничений по их фазовому составу и топологическому расположе-
нию в конструкциях. В качестве примеров таких технологий можно указать методы
склеивания, сварок, холодного и плазменного напыления, электронной наплавки и
других.

Наличие такого широкого спектра разработанных технологий возбуждает надеж-
ды на возможность разработки на их основе эффективных рациональных проектов,
защитных гибридных конструкций для эффективного гашения энергии интенсивных
воздействий воздушных, подземных и подводных взрывов. К сожалению, разработ-
ки аналитических и численных методов оценок степени повреждаемости гибридных
конструкций при воздействии нагрузок взрывного типа значительно отстают от прак-
тических инженерных потребностей. В частности, автору не удалось найти в науч-
ной литературе каких-либо методов решения задач динамического деформирования
гибридных прямоугольных пластин при учете реальных диаграмм деформирования
фазовых материалов.

В данной работе сделана попытка в какой-то мере восполнить этот пробел.
Будем рассматривать такие слоистые пластинки из изотропных материалов, каж-

дый из которых находится в обобщенном плоском напряженном состоянии и деформи-
руется подчиняясь законам деформационной теории пластичности А.А. Ильюшина.
Считаем, что слои деформируются при изгибе без проскальзываний и расположены
попарно симметрично относительно отсчетной (нейтральной плоскости) z = 0 декар-
товой ортогональной системы координаты (x, y, z).

Обозначим толщины фазовых слоев ∆α, (α = 1, 2, ..., β), а границы их раздела в
направлении оси z через hδ

hδ =

δ∑
α=1

∆α. (1)

Тогда связь напряжений σxα, σyα, σxyα и деформаций εxα, εyα, εxyα в фазовом α-
слое будет иметь вид

σxα =
σuα
εuα

(2εxα − εyα) , σyα =
σuα
εuα

(2εyα − εxα) , σxyα =
σuα
εuα

εxyα. (2)

σuα =
[
σ2
xα − σxασyα + σ2

yα + 3σ2
xyα

]1/2
, (3)

εuα =
2√
3

[
(εxα + εyα)2 − εxαεyα + ε2

xyα

]1/2
,

σuα, εuα – соответственно интенсивность напряжений и деформаций в материале α –
слоя рассматриваемой конструкции.

Для удобства выполнения конкретных расчетов необходимо использовать однотип-
ные в математической формулировке аппроксимации реальных диаграмм деформи-
рования. В частности, можно использовать зависимости

σuα = Eαεuα +Bαε
3
uα, (4)

в которых [2], Eα – модуль упругости, а
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Bα =
4E3

α

27(σ∗α)2
= − Eα

3(ε∗α)2
, ε∗α =

3σ∗α
2Eα

, (5)

здесь σ∗α – предел прочности, ε∗α – предельно допустимая деформация (начала разу-
прочнения) на диаграмме растяжения образца материала α-слоя.

В соответствии с известными гипотезами Кирхгофа связь деформаций εxα, εyα, εxyα
с прогибом w(x, y, t) отсчетной поверхности пластинки определяется формулами

εxα = zκx, εyα = zκy, εxyα = zκxy, hα=1 ≤ z ≤ hα, h0 = 0, α = 1, 2, ..., β, (6)

κx = −∂
2w

∂x2
, κy = −∂

2w

∂y2
, κxy = − ∂2w

∂x∂y
, (7)

w – прогиб, t – время, κx, κy, κxy – изменение кривизны и кручения отсчетной плос-
кости в процессе динамического деформирования.

Возникающие при изгибе моменты будут связаны с напряжениями следующими
зависимостями

Mx =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σxαzdz

)
, My =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σyαzdz

)
, (8)

Mxy =

β∑
α=1

(∫ hα

hα−1

σxyαzdz

)
и при учете соотношений (1)-(7) могут быть представлены в форме

Mx = C (1 +Rκu) (2κx − κy) , My = C (1 +Rκu) (2κy − κx) , (9)
Mxy = C (1 +Rκu)κxy,

κu = (κ2
x + κxκy + κ2

y + κ2
xy)

1/2, (10)

C =
1

3

β∑
α=1

Eα
(
h3
α − h3

α−1

)
, R =

3

5

∑β
α=1Bα

(
h5
α − h5

α−1

)∑β
α=1Eα

(
h3
α − h3

α−1

) . (11)

Формулы (9)-(11) позволяют описать зависимости обобщенных моментов Mx, My,
Mxy от прогибов для любых структурных пакетов гибридных пластин с любыми усло-
виями закрепления на контуре.

Для получения разрешающего уравнения для функции прогиба далее необходимо
использовать известное уравнение динамического изгиба

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
−m∂2w

∂t2
= q(x, y, t), (12)

где q(x, y, t) – распределенная динамическая поверхностная нагрузка и m – поверх-
ностная масса гибридной пластины

m =
1

g

(
β∑

α=1

ραδα

)
, (13)

где g – ускорение силы тяжести, ρα – плотность материала α – слоя.
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Традиционные динамические нагрузки взрывного типа, действующие на плоские
преграды, равномерно распределяются по поверхности преграды и во времени разви-
ваются в виде двух характерных участков (рис. 2)

o

q(t)

t10

0

tt

q

Рис. 1.

Сначала в течение короткого времени 0 ≤ t ≤ t0 нагрузка интенсивно нарастает до
некоторой амплитуды q0 по закону близкому к линейному, а затем на более протяжен-
ном интервале времени t0 ≤ t ≤ t1 ее интенсивность спадает до нуля практически по
экспоненциальному закону. Поэтому в большинстве исследований для функции q(t)
используют зависимости в форме

q(t) = q0Ψ(t), Ψ(t) =
(t1t− t2)

(t1 − t0)t0
exp(

t0 − t
γ

), (14)

здесь q0, γ, t0, t1 – заданные параметры, зависящие от типа используемых взрывчатых
веществ, веса и формы заряда, расстояния от источника взрыва и свойств среды, в
которой распространяется взрывная волна (воздушный, подводный или подземный
взрыв). Эти параметры определяются путем выполнения специальных программ ис-
пытаний и содержатся в специально издаваемых атласах свойств взрывчатых веществ
[4,5].

Рассматривая прямоугольные пластины с размерами a и b, выберем начало коор-
динат в левом нижнем угле и занумеруем стороны по часовой стрелке индексом k
(k = 1, 2, 3, 4), рис. и будем предполагать, что по условиям закрепления контура мо-
жет быть либо жестко защемлена либо шарнирно оперта.

Тогда для определенного варианта закрепления, помечаемого в дальнейшем индек-
сом r, форму искомого прогиба wr(x, y, t) представим в виде

wr(x, y, t) = Ur(t)ϕr(x, y), (15)
ϕr(x, y) = xµ1r(y − b)µ2r(x− a)µ3ryµ4r (16)

где µkr = 2 в случае защемления стороны k и µkr = 3 в случае ее шарнирного опира-
ния.

Например, для варианта r = 1, когда все стороны будут защемлены, следует при-
нять

µ11 = µ21 = µ31 = µ41 = 2.
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Рис. 2.

Для варианта r = 2, когда все стороны будут шарнирно оперты, следует принять

µ11 = µ21 = µ31 = µ41 = 3.

Для варианта r = 3, когда сторона 1 будет защемлена, а стороны 2, 3, 4 шарнирно
оперты, следует принять

µ13 = 2, µ23 = µ33 = µ43 = 3.

С помощью представления (15), (16) для любого варианта закрепления можно най-
ти координаты x∗r , y∗r точек максимального прогиба из системы уравнений

∂ϕr
∂x

∣∣∣∣x = x∗r
y = y∗r

= 0,
∂ϕr
∂y

∣∣∣∣x = x∗r
y = y∗r

= 0. (17)

В частности имеем

x∗1 = x∗2 =
a

2
, y∗1 = y∗2 =

b

2
, x∗3 =

2

5
a, y∗3 =

b

2
. (18)

В качестве предельно допустимого состояния деформирования для каждого кон-
струкционного α-материала будем рассматривать критерии предразрушения [1-3,6],
то в рамках вышеописанных принятых положений будем иметь неравенства

κu ≤
ε∗α
hα
, κuβ ≤

β∑
α=1

ε∗α
hα
, (α = 1, 2, ..., β). (19)

В соответствии с концепцией слабейшего звена

ε∗ = ε∗k = min
1≤α≤β

(ε∗α). (20)

Тогда будем иметь

κu <
ε∗

β

β∑
α=1

hα. (21)
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заменяя κu его наименьшим предельным состоянием вместо (9) получим приближен-
ные зависимости

Mx = D̃(2κx − κy), My = D̃(2κy − κx), Mxy = D̃κxy, (22)

где

D̃ = С(1 +
Rε∗

hk
), (23)

– модифицированная жесткость изгибания гибридной пластинки выраженная через
основные физические и геометрические параметры топологической структуры рас-
сматриваемой конструкции. Подставляя выражения (22) в уравнение (12) для прогиба
w(x, y, t) получим уравнение

−D̃
(
∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4

)
+m

∂2w

∂t2
= q(t),

из которого учитывая представление (15), (16), для функции Ur(t) получим обыкно-
венные линейное дифференциальное уравнение второго порядка в виде

Ür(t)−
D̃

m
F1rUr(t) =

q0ψ(t)

mF2r
, (24)

где точка обозначает производную по времени t, а

F1r =

∫ a

0

∫ b

0

1

ϕr(x, y)

(
∂4ϕr
∂x4

+ 2
∂4ϕr
∂x2∂y2

+
∂4ϕr
∂y4

)
dxdy, F2r =

∫ a

0

∫ b

0

dxdy

ϕr(x, y)
. (25)

Начальные условия для уравнения (24) имеют вид

U̇r(0) = Ur(0) = 0. (26)

Таким образом, при любых рассматриваемых способах закрепления контурных от-
резков гибридных прямоугольных пластин общее решение задачи о развитии прогиба
может быть выписано в явной аналитической форме на основе известных формул из
справочной литературы [7]. Так как для каждой из рассматриваемых пластин коэф-
фициенты решений содержат полный набор физических и геометрических парамет-
ров, то полученное решение открывает прямой путь к отысканию рациональных про-
ектов гибридных защитных проектов. Полученное решение не означают разрушение
конструкции, а определяет нижнюю грань допустимой амплитуды взрывной волны,
при которой может наступать процесс опасного развития разрушения тонкой пласти-
ны в окрестности точки с координатами x∗r , y∗r . Рассматриваемые процессы происходят
при заданной амплитуды взрывной волны в диапазоне времени t0 ≤ t ≤ t1.

Если в момент t = t1r
∗ в r–проекте происходит гашение взрывной волны, то для

определения t1r будем иметь уравнение

U̇r(t
∗
1r) = 0.

Подставляя это значение t = t∗1r в (14) получим соответствующее значение пре-
дельно допустимую амплитуды взрывной волны q∗0r и предельно допустимый прогиб
w∗1r(x, y, t

∗
1r).
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Таким образом, вариируя параметрами внутренней структуры гибридной пластины
и способами закрепления контура, можно в значительной степени управлять остаточ-
ными формами при взрывных нагружениях без разрушения конструкций.

Общее решение уравнения (24) может быть записано в форме

Ur(t) = F 0
1re

λrt + F 0
2re
−λrt + Ũr(t), (27)

U̇r(t) = λr

(
F 0

1re
λrt − F 0

2re
−λrt

)
+

˙̃
U r(t),

где при

λ2
r =

D̃F1r

m
, pr =

1

mF2r
, z01 =

γ

(t1 − t0)t0
, (28)

F 0
1r, F 0

2r – константы, а

Ũr(t) = q0z01

(
S1r + S2rt+ S3rt

2
)
e
t0−t
γ , (29)

˙̃
U r(t) =

q0z01

γ

(
γS2r + (2γS3r − S2r) t− S3rt

2
)
e
t0−t
γ

S1r =
γ2pr((1− γ)(1− γ2λ2

r)− 4γ)

(1− γ2λ2
r)

2
,

S2r =
γ2p2

r(1− 4γ − γ2λ2
r)

(1− γ2λ2
r)

2
, S3r = − γ2pr

1− γ2λ2
.

Учитывая начальные условия (26) для определения F 0
1r, F 0

2r получим систему двух
линейных алгебраических уравнений

F 0
1r + F 0

2r + q0z01S1re
t0
γ = 0,

F 0
1r − F 0

2r +
q0z01

γλr
(2S2r − S1r) e

t0
γ .

В некоторый момент времени t = t∗1r движение пластинки прекратится

∂w(x, y, t)

∂t

∣∣∣∣
t=t∗1r

= 0.

Тогда для t∗1 мы получим уравнение

(t∗1r)
2 − 2S3r − S2r

S3r
t∗1r +

S1r − γS2r

S3r
+

γλz
q0z01S3r

= 0.

Тогда амплитуда максимального остаточного прогиба будет равна

U∗r = Ur(t
∗
1r).
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MAXIMUM PERMISSIBLE INELASTIC DEFORMATIONS OF HYBRID

RECTANGULAR PLATES DURING INTENSE EXPLOSIONS
S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch

of theRAS, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract. For hybrid rectangular layered plates from arbitrary sets of isotropic structural
materials with a symmetric structure of the arrangement of layers relative to the reporting (neutral)
surface, analytical formulas for assessing the permissible residual damage under the action of
intense explosive loads are obtained. Contour anchors provide for any combination of rigid or
hinge conditions of individual sides of a rectangular contour. The considered model is based on the
traditional kinematic hypotheses of Kirchhoff, the deformation theory A.A. Ilyushin, the principle
of the weakest link for the materials used and the deformation criterion for pre-fracture for all used
phase materials. The most widespread law of time variation of pressure at the front of a blast wave
is used.
Keywords: hybrid rectangular plates, explosive loads, deformation theory A.A. Ilyushin, the
principle of the weakest link.
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