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Введение
Методы законов сохранения по праву относят к важнейшим классическим мето-

дам исследования дифференциальных уравнений [1] Эти методы имеют сравнительно
небольшую историю. Первые работы появились около 100 лет назад и были иници-
ированы статьями Э. Нётер. Долгое время законы сохранения дифференциальных
уравнений использовались в основном при доказательстве теорем существования и
единственности, а иногда для построения обобщенных решений. В последнее время
законы сохранения применяются и для решений краевых задач [2–4].

Впервые законы сохранения для уравнений упругости в изотропном случае были
вычислены в [5–6], где вычисления были основаны на теореме Э. Нётер. Получен-
ные в то время законы сохранения не нашли никакого практического применения и
представляли чисто академический интерес.

В настоящей работе найдена бесконечная серия новых законов сохранения для трех-
мерных стационарных уравнений теории упругости в случае общей анизотропии, что
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означает выполнение обобщенного закона Гука, зависящего от 36 упругих постоян-
ных. Приведённые законы сохранения позволили получить формулы, с помощью ко-
торых можно эффективно сводить краевые задачи к квадратурам. Последние можно
численно найти для заданных краевых условий в перемещениях.

Законы сохранения для трехмерных стационарных уравнений упругости
в случае общей анизотропии

Рассмотрим уравнения трехмерной упругости в стационарном анизотропном слу-
чае. Закон Гука имеет следующий вид [5]:

�x = A11"x +A12"y +A13"z + 2A14"yz + 2A15"xz + 2A16"xy,
�y = A21"x +A22"y +A23"z + 2A24"yz + 2A25"xz + 2A26"xy,
�z = A31"x +A32"y +A33"z + 2A34"yz + 2A35"xz + 2A36"xy,
⌧yz = A41"x +A42"y +A43"z + 2A44"yz + 2A45"xz + 2A46"xy,
⌧xz = A51"x +A52"y +A53"z + 2A54"yz + 2A55"xz + 2A56"xy,
⌧xy = A61"x +A62"y +A63"z + 2A64"yz + 2A65"xz + 2A66"xy,

(1)

где �x,�y, ..., ⌧xy – компоненты тензора напряжений, "x, "y, ..., "xy – компоненты тен-
зора деформаций, Aij – упругие постоянные, i = 1, 6, j = 1, 6.

Компоненты тензора деформаций связаны с компонентами вектора деформаций
(u, v, w) соотношениями
"x = ux, "y = vy, "x = wz, 2"xy = uy + vx, 2"xz = uz +wx, 2"yz = vz +wy. (2)

Нижний индекс у компонент вектора деформации означает производную по соответ-
ствующей переменной.

Подставляя (1), (2) в уравнения равновесия
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получим систему уравнений анизотропной упругости в перемещениях:
F1 = A11uxx +A12vxy +A13wxz +A14(vxz + wxy) +A15(uxz + wxx)+

+A16(uxy + vxx) +A61uxy +A62vyy +A63wyz +A64(vyz + wyy)+
+A65(uyz + wyx) +A66(uyy + vyx) +A51uzx +A52vzy +A53wzz+
+A54(vzz + wzy) +A55(uzz + wzx) +A56(uzy + vzx) = 0,

F2 = A61uxx +A62vxy +A63wxz +A64(vxz + wxy) +A65(uxz + wxx)+
+A66(uxy + vxx) +A21uxy +A22vyy +A23wyz +A24(vyz + wyy)+
+A25(uyz + wyx) +A26(uyy + vyx) +A41uzx +A42vzy +A43wzz+
+A44(vzz + wzy) +A45(uzz + wzx) +A46(uzy + vzx) = 0,

F3 = A51uxx +A52vxy +A53wxz +A54(vxz + wxy) +A55(uxz + wxx)+
+A56(uxy + vxx) +A41uxy +A42vyy +A43wyz +A44(vyz + wyy)+
+A45(uyz + wyx) +A46(uyy + vyx) +A31uzx +A32vzy +A33wzz+
+A34(vzz + wzy) +A35(uzz + wzx) +A36(uzy + vzx) = 0.

(3)

Найдем законы сохранения специального вида для системы уравнений (3).
Напомним, что законом сохранения для (3), называется выражение вида
Cx(x, y, z, u, v, w) +Dy(x, y, z, u, v, w) + Ez(x, y, z, u, v, w) = !1F1 + !2F2 + !3F3, (4)

где !i (i = 1, 2, 3) – некоторые функции от x, y, z, не равные тождественно нулю
одновременно. Величины C,D,E называют компонентами сохраняющегося тока. По-
дробнее с законами сохранения и способами их вычисления можно ознакомиться в
[6–9].
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Компоненты сохраняющегося тока будем искать в виде:
C = ↵1ux + �1uy + �1uz + �1vx + ⇠1vy + ⌘1vz + �1wx + µ1wy + ⌫1wz,
D = ↵2ux + �2uy + �2uz + �2vx + ⇠2vy + ⌘2vz + �2wx + µ2wy + ⌫2wz,
E = ↵3ux + �3uy + �3uz + �3vx + ⇠3vy + ⌘3vz + �3wx + µ3wy + ⌫3wz,

(5)

где ↵i,�i, ..., ⌫i (i = 1, 2, 3) – некоторые функции, зависящие только от x, y, z.
Подставим выражения (5) в уравнение (4). В результате получим полином первой

степени по переменным, соответствующим первой и второй производным компонент
вектора деформаций ux, ...wz, uxx, ..., wzz. Приравнивая в этом полиноме к нулю ко-
эффициенты при производных и учитывая вид функций ↵i,�i, ..., ⌫i, получаем:

↵1 = A11!1 +A61!2 +A51!3, �2 = A66!1 +A26!2 +A46!3,
�3 = A55!1 +A45!2 +A35!3, �1 = A16!1 +A66!2 +A35!3,
⇠2 = A62!1 +A22!2 +A42!3, ⌘3 = A54!1 +A44!2 +A34!3,
�1 = A15!1 +A65!2 +A55!3, µ2 = A64!1 +A24!2 +A44!3,

⌫3 = A53!1 +A43!2 +A33!3;

↵2 + �1 = (A16 +A61)!1 + (A24 +A21)!2 + (A56 +A41)!3,
↵3 + �1 = (A15 +A51)!1 + (A65 +A41)!2 + (A55 +A31)!3,
�3 + �2 = (A66 +A56)!1 + (A45 +A36)!2 + (A25 +A46)!3;

⇠1 + �2 = (A66 +A12)!1 + (A62 +A26)!2 + (A52 +A46)!3,
"1 + �3 = (A56 +A14)!1 + (A64 +A46)!2 + (A54 +A36)!3,
"2 + ⇠3 = (A64 +A52)!1 + (A24 +A12)!2 + (A44 +A32)!3;

�2 + µ1 = (A65 +A14)!1 + (A64 +A25)!2 + (A54 +A45)!3,
�3 + ⌫1 = (A13 +A55)!1 + (A63 +A45)!2 + (A53 +A35)!3,
µ3 + ⌫2 = (A63 +A54)!1 + (A23 +A44)!2 + (A43 +A34)!3;

↵1
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y + ↵3
z = 0, �1

x + �2
y + �3

z = 0, �1x + �2y + �3z = 0,
�1x + �2y + �3z = 0, ⇠1x + ⇠2y + ⇠3z = 0, ⌘1x + ⌘2y + ⌘3z = 0,
�1
x + �2

y + �3
z = 0, µ1

x + µ2
y + µ3

z = 0, ⌫1x + ⌫2y + ⌫3z = 0.

Из полученных выше соотношений получаем, исключая ↵i, �i,�i (где i = 1, 2, 3), а
также �3, �3, ⇠2, ⇠3, ⌘3, µ2, µ3, ⌫3, следующие уравнения:
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(6)
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(7)
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ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ДЛЯ ТРЕХМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ... 29

A54!1
z +A44!2

z +A34!3
z = �"1x � "2y = f6; (13)

A64!1
z +A24!2

z +A44!3
z = �⌫1x � ⌫2y = f9. (14)

Дифференцируя выражения (6) по x, (9) по y, (12) по z и складывая результаты,
получаем:
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(15)

Аналогично, из (7), (8) и (10), а также из (11), (13) и (14) получаем, соответственно
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Имеет место следующая теорема.
Теорема. Функции !i (i = 1, 2, 3) есть произвольное решение системы уравнений

(15)–(17). При этом, если матрица коэффициентов упругости Aij (i,= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3)
симметрична, то !i – произвольное решение исходной системы уравнений (3).

Из формул (6)–(14) следует

rot(�2,��1,�1) = (f1, f2, f3), rot("2,�"1, ⇠1) = (f4, f5, f6),
rot(⌫2,�⌫1, µ1) = (f7, f8, f9).

(18)

Для решения системы уравнений (18) относительно девяти неизвестных восполь-
зуемся следующей формулой [10]:

rot(!i) = ⌦
i
,

где
!1 = (�2,��1,�1), !2 = ("2,�"1, ⇠1), !3 = (⌫2,�⌫1, µ1),

⌦
1
= (f1, f2, f3), ⌦

2
= (f4, f5, f6), ⌦

3
= (f7, f8, f9).

В результате получаем

!i =
�(⌦

i
)

4⇡

R

Li

dr̄ ⇥ r̄

r3
, (19)

где Li – аналог вихревой линии, а �(⌦
i
) – конечная циркуляция вихревой трубки

вокруг вихревой линии. Эта циркуляция без труда может быть вычислена в точке
пересечения вихревой линии с граничной поверхностью S, описанной ниже.

Постановка первой краевой задачи. Пусть имеется гладкая поверхность S, на
которой заданы компоненты u, v, w вектора деформации:

u|
S
= u0(x, y, z), v|

S
= v0(x, y, z), w|

S
= w0(x, y, z), (20)
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где u0, v0, w0 – заданные гладкие функции.
Используя (19) и (20), можно найти все компоненты сохраняющегося тока.
Задача о построении законов сохранения вида (5) для уравнений анизотропной

упругости (3) полностью решена.
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