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Аннотация. При помощи метода быстрых разложений решается задача диффузии в па-
раллелепипеде с граничными условиями 1-го рода и внутренним источником вещества, за-
висящим от координат точек параллелепипеда. Получено в общем виде решение, содержа-
щее свободные параметры, с помощью которых можно получить множество новых точных
решений с различными свойствами. Показан пример построения точного решения для слу-
чая внутреннего источника переменного только по оси OZ. Приведен анализ особенностей
диффузионных потоков в параллелепипеде с указанным внутреннем источником. Получено,
что концентрация вещества в центре параллелепипеда равна сумме среднеарифметического
значения концентраций вещества в его вершинах и амплитуды внутреннего источника умно-
женного на величину c2

�
⇡2 .
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Введение. Для решения пространственных задач диффузии применяются раз-
личные численные и аналитические методы. В [1] на примере решения уравнения
диффузии рассмотрен метод клеточных автоматов, как метод решения дифференци-
альных уравнений в частных производных параболического типа. В [2] рассмотрены
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вопросы повышения эффективности параллельного многосеточного алгоритма реше-
ния разностных эллиптических трехмерных уравнений, который представляет собой
параллельную реализацию классического многосеточного метода Р.П. Федоренко для
краевых задач первого, второго и третьего рода, включая вырожденную задачу Ней-
мана. Алгоритм эффективен для решения анизотропных задач, типичных в приложе-
ниях при моделировании процессов диффузии, теплопроводности, динамики жидко-
сти. В работе [3] развивается метод наименьших квадратов с Т-элементами для реше-
ния линейных краевых задач с уравнениями Лапласа и Пуассона. Авторы использу-
ют разрывные базисные функции высокого порядка аппроксимации из специальных
функциональных пространств. В [4] методом преобразования Фурье решается краевая
задача Дирихле для уравнения Пуассона в области, ограниченной двумя параллель-
ными гиперплоскостями в Rn. Решение представлено в виде суммы интегралов, ядра
которых найдены в конечном виде. В [5] решение задачи об изгибе упругодиффузи-
онной консольно-закрепленной балки Бернулли-Эйлера с учетом конечной скорости
распространения диффузионных потоков ищется с помощью функций Грина, для на-
хождения которых используется преобразование Лапласа и разложение в тригоно-
метрические ряды Фурье. Также среди численных методов для решения уравнения
Пуассона следует отметить метод коллокаций [6], метод квадратурных элементов [7],
модифицированный кубический B-сплайн дифференциально-квадратурный метод [8]
и метод, основанный на использовании вейвлетов Хаара [9].

В данной работе будут использованы быстрые разложения [10], с помощью которых
можно получать не только новые приближенные аналитические решения задач [11–
13], но и новые точные [14]. Применение быстрых разложений [10] позволит получить
в общем виде решение краевой задачи о диффузии в параллелепипеде с переменным
внутренним источником, точно удовлетворяющее дифференциальному уравнению и
граничным условиям. Решение задачи содержит много свободных коэффициентов,
которыми можно аппроксимировать широкий круг инженерных задач. В статье будет
показано построение точного решения для случая внутреннего источника переменного
по оси OZ.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу диффузии в параллелепипеде ⌦ =
= { (x, y, z) 2 R, 0  x  a , 0  y  b, 0  z  c}. Для неизвестной концентрации
C (x, y, z) запишем уравнение диффузии в форме Пуассона, как дифференциальное
уравнение второго порядка в частных производных по переменным x, y, z с заданным
внутренним источником вещества F (x, y, z):

@2C

@x2
+

@2C

@y2
+

@2C

@z2
+ F (x, y, z) = 0. (1)

Граничные условия на каждой грани параллелепипеда имеют вид

C|
x=0 = f1 (y, z) , C|

y=0 = f2 (x, z) , C|
z=0 = f3 (x, y) ,

C|
x=a

= f4 (y, z) , C|
y=b

= f5 (x, z) , C|
z=c

= f6 (x, y) .
(2)

Функции f1 ÷ f6 в (2) должны удовлетворять условиям совместности, так как кон-
центрация C (x, y, z), например, при подходе к ребру (x = 0, z = 0) по двум смежным
граням должна принимать одинаковые значения. Выполняя подобные условия на всех
ребрах параллелепипеда, будем иметь 12 функциональных равенств
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f1(0, z) = f2(0, z), f1(b, z) = f5(0, z), f2(a, z) = f4(0, z),
f4(b, z) = f5(a, z), f2(x, 0) = f3(x, 0) f2(x, c) = f6(x, 0),
f5(x, 0) = f3(x, b), f5(x, c) = f6(x, b), f1(y, 0) = f3(0, y),
f1(y, c) = f6(0, y), f4(y, 0) = f3(a, y), f4(y, c) = f6(a, y).

(3)

Из условий независимости концентрации C (x, y, z) от направления подхода к вер-
шинам параллелепипеда получим следующие равенства

f1(0, 0) = f2(0, 0) = f3(0, 0), f1(b, 0) = f3(0, b) = f5(0, 0),
f1(0, c) = f2(0, c) = f6(0, 0), f2(a, 0) = f3(a, 0) = f4(0, 0),
f2(a, c) = f4(0, c) = f6(a, 0), f1(b, c) = f5(0, c) = f6(0, b),
f3(a, b) = f4(b, 0) = f5(a, 0), f4(b, c) = f5(a, c) = f6(a, b).

(4)

Равенства (3) и (4) позволяют записать условия выполнения дифференциального
уравнения (1) в вершинах параллелепипеда:

Cxx(0, 0, 0) + Cyy(0, 0, 0) + Czz(0, 0, 0) + F (0, 0, 0) = 0,
Cxx( a, 0, 0) + Cyy( a, 0, 0) + Czz(a, 0, 0) + F ( a, 0, 0) = 0,
Cxx(0, b, 0) + Cyy(0, b, 0) + Czz(0, b, 0) + F (0, b, 0) = 0,
Cxx(0, 0, c) + Cyy(0, 0, c) + Czz(0, 0, c) + F (0, 0, c) = 0,
Cxx(a, b, 0) + Cyy(a, b, 0) + Czz(a, b, 0) + F (a, b, 0) = 0,
Cxx(a, 0, c) + Cyy(a, 0, c) + Czz(a, 0, c) + F (a, 0, c) = 0,
Cxx(0, b, c) + Cyy(0, b, c) + Czz(0, b, c) + F (0, b, c) = 0,
Cxx(a, b, c) + Cyy(a, b, c) + Czz(a, b, c) + F (a, b, c) = 0.

(5)

Если же условия (3) и (4) не выполнять, то концентрация C (x, y, z) будет терпеть
разрыв на ребрах и в вершинах параллелепипеда, что физически противоречиво. Ес-
ли же не выполнять равенства (5), то будет нарушаться закон сохранения массы в
вершинах параллелепипеда.

При построении решения задачи о распределении концентрации вещества C (x, y, z)
можно использовать часть полиномов и тригонометрических функций, которые воз-
никают в теории быстрых разложений. Этих функций будет достаточно, чтобы точ-
но удовлетворить и дифференциальному уравнению (1), граничным условиям (2) и
условиям согласований (3)-(5). Предполагаемое точное решение запишем следующим
конечным выражением

C (x, y, z) =
2P

i=1
Ai (y, z)Pi (x) +A3 (y, z) sin

⇡x

a
+A4 (y, z) sin

2⇡x

a
, 0  x  a,

Ai (y, z) =
2P

j=1
Ai ,j(z)Pj (y) +Ai ,3(z) sin

⇡y

b
+Ai, 4(z) sin

2⇡y

b
,

i = 1÷ 4 , 0  y  b,

Ai,j (z) =
2P

k=1
Ai ,j,kPk (z) +Ai ,j,3 sin

⇡z

c
+Ai,j, 4 sin

2⇡z

c
, j = 1÷ 4 , 0  z  c,

P1 (x) = 1� x

a
, P2 (x) =

x

a
, P1 (y) = 1� y

b
, P2 (y) =

y

b
,

P1 (z) = 1� z

c
, P2 (z) =

z

c
.

(6)
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Для удобства дальнейших преобразований введем обозначения:

sin
⇡x

a
= P3 (x) , sin

2⇡x

a
= P4 (x) , sin

⇡y

b
= P3 (y) ,

sin
2⇡y

b
= P4 (y) , sin

⇡z

c
= P3 (z) , sin

2⇡z

c
= P4 (z) .

Тогда зависимость C (x, y, z) из (6) можно представить более кратко

C (x, y, z) =
4P

i=1

 
4P

j=1

✓
4P

k=1
Ai ,j,kPk (z)

◆
Pj (y)

!
Pi (x) ,

0  x  a, 0  y  b, 0  z  c.

(7)

Таким образом, искомая функция C (x, y, z) представлена в виде конечной тройной
суммы, содержащей 64 неизвестных коэффициента

Ai ,j,k, i = 1÷ 4, j = 1÷ 4, k = 1÷ 4. (8)

Для получения точного решения внутренний источник вещества F (x, y, z) предста-
вим конечной суммой по аналогии с зависимостью (7):

F (x, y, z) =
4P

i=1

 
4P

j=1

✓
4P

k=1
Fi ,j,kPk (z)

◆
Pj (y)

!
Pi (x) ,

0  x  a, 0  y  b, 0  z  c.

(9)

Все коэффициенты Fi ,j,k в (9) для источника считаем известными.
В граничных условиях (2) функции f1 (y, z) , f2 (x, z) , f3 (x, y) , f4 (y, z) ,
f5 (x, z) , f6 (x, y) зададим следующим образом

f1 (y, z) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f1, j,kPk (z)

◆
Pj (y)

f2 (x, z) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f2, j,kPk (z)

◆
Pj (x) ,

f3 (x, y) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f3, j,kPk (y)

◆
Pj (x)

f4 (y, z) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f4, j,kPk (z)

◆
Pj (y) ,

f5 (x, z) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f5, j,kPk (z)

◆
Pj (x)

f6 (x, y) =
4P

j=1

✓
4P

k=1
f6, j,kPk (y)

◆
Pj (x) .

(10)

Здесь fi ,j,k считаем известными постоянными.
Приходим к следующей задаче: требуется найти гладкое точное решение уравнения

(1) с заданным внутренним источником (9), удовлетворяющее граничным условиям
(2) и условиям согласований (3)-(5).

Коэффициенты Ai ,j,k из (8), которые определяют решение задачи, считаем пока
неизвестными. Их надо найти при помощи точного выполнения граничных условий
(2), условий согласований (3)-(5) и дифференциального уравнения (1).
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Решение задачи. Предполагаемую зависимость (7) подставим в условия согласо-
ваний (3), (4) и (5):

f1,1,1 = f2,1,1 = f3,1,1, f1,1,2 = f2,1,2 = f6,1,1,
f1,2,1 = f5,1,1 = f3,1,2, f1,2,2 = f5,1,2 = f6,1,2,
f2,2,1 = f4,1,1 = f3,2,1, f2,2,2 = f4,1,2 = f6,2,1,
f4,2,1 = f5,2,1 = f3,2,2, f4,2,2 = f5,2,2 = f6,2,2,

(11)

f1,1,3 = f2,1,3, f1,1,4 = f2,1,4, f1,2,3 = f5,1,3, f1,2,4 = f5,1,4,
f1,3,1 = f3,1,3, f1,3,2 = f6,1,3, f1,4,1 = f3,1,4, f1,4,2 = f6,1,4,
f2,2,3 = f4,1,3, f2,2,4 = f4,1,4, f4,2,3 = f5,2,3, f4,2,4 = f5,2,4,
f4,3,1 = f3,2,3, f4,3,2 = f6,2,3, f4,4,1 = f3,2,4, f4,4,2 = f6,2,4,
f2,3,1 = f3,3,1, f2,3,2 = f6,3,1, f5,3,1 = f3,3,2, f5,3,2 = f6,3,2,
f2,4,1 = f3,4,1, f2,4,2 = f6,4,1, f5,4,1 = f3,4,2, f5,4,2 = f6,4,2.

(12)

F1,1,1 = F1,1,2 = F1,2,1 = F1,2,2 = F2,1,1 = F2,1,2 = F2,2,1 = F2,2,2 = 0 . (13)

После подстановки предполагаемого решения задачи в форме (7) в граничные усло-
вия (2) и дифференциальное уравнение (1), получим функциональную систему, ко-
торую сведем к системе линейных алгебраических уравнений путем приравнивания
коэффициентов слева и справа перед линейно независимыми функциями

P1 (x)÷ P4 (x) , P1 (y)÷ P4 (y) , P1 (z)÷ P4 (z) .

Полученная система будет состоять из 160 линейных алгебраических уравнений,
которую обозначим через S. Система S будет переопределенной. Для нахождения
неизвестных Ai ,j,k из (8) необходимо выполнить 64 независимых алгебраических
уравнений из S. Остальные 96 уравнений являются линейно зависимыми, 48 из ко-
торых автоматически удовлетворяют условиям согласований (3)-(5), оставшиеся 48
уравнений используем для составления связи между коэффициентами fi ,j,k и Fi ,j,k,
i = 1÷ 4, j = 1÷ 4, k = 1÷ 4.

В результате имеем следующие значения коэффициентов Ai, j,k, определяющие точ-
ное решение:

A1,j,k = f1,j,k, j = 1÷ 4, k = 1÷ 4;
A2,1,k = f2,2,k, k = 1÷ 4;
A2,j,k = f4,j,k, j = 2, 3, 4, k = 1÷ 4;
A3,1,k = f2,3,k, A3,2,k = f5,3,k, k = 1÷ 4;

A3,3,1 = f3,3,3, A3,3,2 = f6,3,3, A3,3,3 = F3,3,3

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

A3,3,4 = F3,3,4

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
,

A3,4,1 = f3,3,4, A3,4,2 = f6,3,4,

A3,4,3 = F3,4,3

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

A3,4,4 = F3,4,4

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
,
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A4,1,k = f2,4,k, A4,2,k = f5,4,k, k = 1÷ 4;
A4,3,1 = f3,4,3, A4,3,2 = f6,4,3,

A4,3,3 = F4,3,3

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

A4,3,4 = F4,3,4

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
,

A4,4,1 = f3,4,4, A4,4,2 = f6,4,4,

A4,4,3 = F4,4,3

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

A4,4,4 = F4,4,4

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
.

(14)

Подставив коэффициенты (14) в выражение (7), будем иметь аналитическое реше-
ние задачи. Данное решение имеет место, когда выполнены алгебраические соотно-
шение (11)-(13) и дополнительные равенства:

f1,j,3 =
c2

⇡2
F1,j,3, j = 1, 2; f1,j,4 =

c2

4⇡2
F1,j,4, j = 1, 2;

f1,3,k =
b2

⇡2
F1,3,k, k = 1, 2; f1,3,3 = F1,3,3

�✓
⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

f1,3,4 = F1,3,4

�✓
⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
, f1,4,k =

b2

4⇡2
F1,4,k, k = 1, 2;

f1,4,3 = F1,4,3

�✓
4⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
, f1,4,4 = F1,4,4

�✓
4⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
,

f2,2,3 =
c2

⇡2
F2,1,3, f2,2,4 =

c2

4⇡2
F2,1,4, f4,2,3 =

c2

⇡2
F2,2,3, f4,2,4 =

c2

4⇡2
F2,2,4,

f4,3,k =
b2

⇡2
F2,3,k, k = 1, 2; f4,3,3 = F2,3,3

�✓
⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
,

f4,3,4 = F2,3,4

�✓
⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
, f4,4,k =

b2

4⇡2
F2,4,k, k = 1, 2;

f4,4,3 = F2,4,3

�✓
4⇡2

b2
+

⇡2

c2

◆
, f4,4,4 = F2,4,4

�✓
4⇡2

b2
+

4⇡2

c2

◆
,

f2,3,k =
a2

⇡2
F3,1,k, k = 1, 2; f2,3,3 = F3,1,3

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

c2

◆
,

f2,3,4 = F3,1,4

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

c2

◆
, f5,3,k =

a2

⇡2
F3,2,k, k = 1, 2;

f5,3,3 = F3,2,3

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

c2

◆
, f5,3,4 = F3,2,4

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

c2

◆
,

f3,3,3 = F3,3,1

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

b2

◆
, f6,3,3 = F3,3,2

�✓
⇡2

a2
+

⇡2

b2

◆
,

f3,3,4 = F3,4,1

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

b2

◆
, f6,3,4 = F3,4,2

�✓
⇡2

a2
+

4⇡2

b2

◆
,

f2,4,k =
a2

4⇡2
F4,1,k, k = 1, 2; f2,4,3 = F4,1,3

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

c2

◆
,
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f2,4,4 = F4,1,4

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

c2

◆
, f5,4,k =

a2

4⇡2
F4,2,k, k = 1, 2;

f5,4,3 = F4,2,3

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

c2

◆
, f5,4,4 = F4,2,4

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

c2

◆
,

f3,4,3 = F4,3,1

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

b2

◆
, f6,4,3 = F4,3,2

�✓
4⇡2

a2
+

⇡2

b2

◆
,

f3,4,4 = F4,4,1

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

b2

◆
, f6,4,4 = F4,4,2

�✓
4⇡2

a2
+

4⇡2

b2

◆
.

(15)

Пример построения точного решения и его анализ. Зададим внутрен-
ний источник, действующий в параллелепипеде, следующим образом. Примем в (9)
F3 (y, z) = F4 (y, z) = 0, тогда источник будет иметь вид

F (x, y, z) = F1 (y, z)P1 (x) + F2 (y, z)P2 (x) . (16)

В функциях F1 (y, z) и F2 (y, z) из (16) положим F1 ,3(z) = F1 ,4(z) = F2 ,3(z) =
F2 ,4(z) = 0. В результате получим

F1 (y, z) = F1 ,1(z)P1 (y) + F1 ,2(z)P2 (y)

F2 (y, z) = F2 ,1(z)P1 (y) + F2 ,2(z)P2 (y) .

В представлении функций F1 ,1(z), F1 ,2(z), F2 ,1(z), F2 ,2(z) зададим F1,1, 4 = F1,2, 4 =
F2,1, 4 = F2,2, 4 = 0 и, учитывая равенства (13), указанные функции примут вид

F1,1 (z) = F1 ,1,3 sin⇡
z

c
, F1,2 (z) = F1 ,2,3 sin⇡

z

c
,

F2,1 (z) = F2 ,1,3 sin⇡
z

c
, F2,2 (z) = F2 ,2,3 sin⇡

z

c
.

Используя обозначения в (6), окончательно запишем

F (x, y, z) =
h
F1 ,1,3

⇣
1� y

b

⌘
sin⇡

z

c
+ F1 ,2,3

y

b
sin⇡

z

c

i ⇣
1� x

a

⌘
+

+
h
F2 ,1,3

⇣
1� y

b

⌘
sin⇡

z

c
+ F2 ,2,3

y

b
sin⇡

z

c

i x
a
.

(17)

При выполнении равенств F1 ,1,3 = F1 ,2,3 = F2 ,1,3 = F2 ,2,3 = Q внутренний источ-
ник в (17) будет зависеть только от координаты z и не будет зависеть от х и у :

F (x, y, z) = Q sin⇡
z

c
. (18)

Запишем граничные условия, которые будут выполняться для источника (18).
Пусть в равенствах (10) некоторые функции равны нулю

f1, j (z) = f2, j (z) = f3, j (y) = f4, j (z) = f5, j (z) = f6, j (y) = 0, j = 3; 4,

а также равны нулю коэффициенты

f1, 1,4 = f1, 2,4 = f2, 1,4 = f2, 2,4 = f3, 1,4 = f3, 2,4 =

= f4, 1,4 = f4, 2,4 = f5, 1,4 = f5, 2,4 = f6, 1,4 = f6, 2,4 = 0.
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В этом случае граничные условия (2) с учетом равенств (11), (12), (15) и обозначе-
ний

f1,1,1 = f2,1,1 = f3,1,1 = C1, f1,1,2 = f2,1,2 = f6,1,1 = C2,

f1,1,3 = f2,1,3 =
c2

⇡2
Q, f1,2,1 = f5,1,1 = f3,1,2 = C3,

f1,2,2 = f5,1,2 = f6,1,2 = C4, f1,2,3 = f5,1,3 =
c2

⇡2
Q,

f2,2,1 = f4,1,1 = f3,2,1 = C5, f2,2,2 = f4,1,2 = f6,2,1 = C6,

f2,2,3 = f4,1,3 =
c2

⇡2
Q, f4,2,1 = f5,2,1 = f3,2,2 = C7,

f4,2,2 = f5,2,2 = f6,2,2 = C8, f4,2,3 = f5,2,3 =
c2

⇡2
Q,

(19)

примут вид

C|
x=0 =

⇣
C1

⇣
1� z

c

⌘
+ C2

z

c

⌘⇣
1� y

b

⌘
+
⇣
C3

⇣
1� z

c

⌘
+ C4

z

c

⌘ y

b
+

+
c2

⇡2
Q sin⇡

z

c
,

C|
y=0 =

⇣
C1

⇣
1� z

c

⌘
+ C2

z

c

⌘⇣
1� x

a

⌘
+
⇣
C5

⇣
1� z

c

⌘
+ C6

z

c

⌘ x

a
+

+
c2

⇡2
Q sin⇡

z

c
,

C|
z=0 =

⇣
C1

⇣
1� y

b

⌘
+ C3

y

b

⌘⇣
1� x

a

⌘
+
⇣
C5

⇣
1� y

b

⌘
+ C7

y

b

⌘ x

a
,

C|
x=a

=
⇣
C5

⇣
1� z

c

⌘
+ C6

z

c

⌘⇣
1� y

b

⌘
+
⇣
C7

⇣
1� z

c

⌘
+ C8

z

c

⌘ y

b
+

+
c2

⇡2
Q sin⇡

z

c
,

C|
y=b

=
⇣
C3

⇣
1� z

c

⌘
+ C4

z

c

⌘⇣
1� x

a

⌘
+
⇣
C7

⇣
1� z

c

⌘
+ C8

z

c

⌘ x

a
+

+
c2

⇡2
Q sin⇡

z

c
,

C|
z=c

=
⇣
C2

⇣
1� y

b

⌘
+ C4

y

b

⌘⇣
1� x

a

⌘
+
⇣
C6

⇣
1� y

b

⌘
+ C8

y

b

⌘ x

a
.

(20)

Подставляя в (14) коэффициенты из (19) и, учитывая принятые равными нулю
коэффициенты из граничных условий и внутреннего источника, получим

A1,1,1 = C1, A1,1,2 = C2, A1,1,3 =
c2

⇡2
Q, A1,2,1 = C3, A1,2,2 = C4,

A1,2,3 =
c2

⇡2
Q, A2,1,1 = C5, A2,1,2 = C6, A2,1,3 =

c2

⇡2
Q, A2,2,1 = C7,

A2,2,2 = C8, A2,2,3 =
c2

⇡2
Q.

После упрощений точное решение уравнения (1), соответствующее условиям (20),
с внутренним источником (18) принимает вид

C (x, y, z) =
h⇣

C1

⇣
1� z

c

⌘
+ C2

z

c

⌘⇣
1� y

b

⌘
+
⇣
C3

⇣
1� z

c

⌘
+ C4

z

c

⌘ y

b

i
⇥

⇥
⇣
1� x

a

⌘
+
h⇣

C5

⇣
1� z

c

⌘
+ C6

z

c

⌘⇣
1� y

b

⌘
+

+
⇣
C7

⇣
1� z

c

⌘
+ C8

z

c

⌘ y

b

i x
a
+

c2

⇡2
Q sin⇡

z

c
.

(21)

По формуле (21) можно вычислить концентрацию вещества C (x, y, z) в любой точке
параллелепипеда. В частности, подставляя в (21) x = a/2, y = b/2 и z = c/2, вычислим
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Рис. 1. Параллелепипед

значение концентрации в центре тела

C

✓
a

2
,
b

2
,
c

2

◆
=

c2

⇡2
Q+

C1 + C2 + C3 + C4 + C5 + C6 + C7 + C8

8
. (22)

Из (22) следует, что концентрация вещества в центре параллелепипеда равна сумме
среднеарифметического значения концентраций вещества в его вершинах (рис. 1) и
амплитуды Q внутреннего источника умноженного на величину c2

�
⇡2.

Вычислим диффузионные потоки вещества по формулам [15]

qx (x, y, z) = �D
@C (x, y, z)

@x
, qy (x, y, z) = �D

@C (x, y, z)

@y
,

qz (x, y, z) = �D
@C (x, y, z)

@z
.

(23)

где D – коэффициент диффузии.
Подставляя в (23) точное решение (21), после преобразований будем иметь

qx (x, y, z) = �D

a
(� (C1 � C5)+

z

c
((C1 � C5)� (C2 � C6))+

+
y

b
((C1 � C5)� (C3 � C7))+

+
z

c

y

b
((C2 � C6)� (C1 � C5) + (C3 � C7)� (C4 � C8))) ,

(24)

qy (x, y, z) = �D

b
(� (C1 � C3)+

z

c
((C1 � C3)� (C2 � C4))+

+
x

a
((C1 � C3)� (C5 � C7))+

+
z

c

x

a
((C2 � C4)� (C1 � C3)+ (C5 � C7)� (C6 � C8))) ,

(25)

qz (x, y, z) = �D

c

✓
c2

⇡
Q cos⇡

z

c
� (C1 � C2)+

y

b
((C1 � C2)� (C3 � C4))+

+
x

a
((C1 � C2)� (C5 � C6))+

+
y

b

x

a
(� (C1 � C2) + (C3 � C4) + (C5 � C6)� (C7 � C8))) .

(26)

Из (24)-(26) видно, что потоки qx (x, y, z) и qy (x, y, z) не зависят от амплитуды
внутреннего источника Q, а зависят только от концентраций вещества в вершинах
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параллелепипеда (рис. 1). Величины потоков qx (x, y, z) и qy (x, y, z) обратно пропор-
циональны соответствующим геометрическим размерам параллелепипеда a и b. На
поток qz (x, y, z) влияют и концентрации вещества в вершинах, и амплитуда внутрен-
него источника, причем вклад слагаемого, содержащего внутренний источник, тем
больше чем больше высота параллелепипеда c.

В формулах (24)-(26) концентрации Ci, i = 1..8 сгруппированы так, чтобы выде-
лить разность концентраций вещества в вершинах на данном ребре параллелепипеда
(рис. 1). Таким образом, из (24)-(26) видно, что в описании потока qx (x, y, z) при-
сутствуют разности концентраций в вершинах на ребрах коллинеарных только оси
OX (формула (24)). Для описания qy (x, y, z) учитываются разности концентраций
в вершинах на ребрах коллинеарных только оси OY (формула (25)), а в формуле
(26) в записи qz (x, y, z) присутствуют разности концентраций вещества в вершинах
на ребрах коллинеарных только оси OZ.

Введем обозначения для разности концентраций в вершинах на соответствующих
ребрах

�C2,6 = C2 � C6, �C1,5 = C1 � C5, �C3,7 = C3 � C7, �C4,8 = C4 � C8, (27)

�C2,4 = C2 � C4, �C1,3 = C1 � C3, �C5,7 = C5 � C7, �C6,8 = C6 � C8, (28)

�C3,4 = C3 � C4, �C1,2 = C1 � C2, �C5,6 = C5 � C6, �C7,8 = C7 � C8. (29)

Описание потоков qx (x, y, z), qy (x, y, z) и qz (x, y, z) формулами (24)-(26) показы-
вает, что возможны случаи качественно различных профилей qx (x, y, z), qy (x, y, z) и
qz (x, y, z) в зависимости от того сколько будет одинаковых значений разности кон-
центраций �Ci,j , i = 1...7, j = 2...8 в формулах (27)-(29).

Если в равенствах (27)-(29) все �Ci,j , i = 1...7, j = 2...8 одинаковые, т.е.
�C2,6 = �C1,5 = �C3,7 = �C4,8, �C2,4 = �C1,3 = �C5,7 = �C6,8,

�C3,4 = �C1,2 = �C5,6 = �C7,8,
(30)

то будем иметь следующие выражения для потоков вещества

qx (x, y, z) =
D

a
�C1,5, qy (x, y, z) =

D

b
�C1,3,

qz (x, y, z) =
D

c
�C1,2 �D

c

⇡
Q cos⇡

z

c
. (31)

Из (31) следует, что при выполнении условий (30) потоки qx (x, y, z) и qy (x, y, z)
будут постоянными, а qz (x, y, z) переменен только по оси OZ.

Если в равенствах (27)-(29) три значения из четырех �Ci,j , i = 1...7, j = 2...8
одинаковые, например

�C2,6 = �C1,5 = �C3,7 6= �C4,8, (32)

�C2,4 = �C1,3 = �C5,7 6= �C6,8, (33)

�C3,4 = �C1,2 = �C5,6 6= �C7,8, (34)

то потоки вещества описываются формулами

qx (x, y, z) =
D

a
�C1,5 �

D

a

z

c

y

b
(�C3,7 ��C4,8) ,

qy (x, y, z) =
D

b
�C1,3 �

D

b

z

c

x

a
(�C5,7 ��C6,8) ,

qz (x, y, z) =
D

c
�C1,2 �D

c

⇡
Q cos⇡

z

c
� D

c

y

b

x

a
(�C5,6 ��C7,8) . (35)
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Если же в (27)-(29) только два значения из четырех �Ci,j , i = 1...7, j = 2...8 равны
друг другу, например

�C2,6 = �C1,5 6= �C3,7 6= �C4,8, (36)

�C2,4 = �C1,3 6= �C5,7 6= �C6,8, (37)

�C3,4 = �C1,2 6= �C5,6 6= �C7,8, (38)

то потоки вещества определяются по формулам

qx (x, y, z) =
D

a

⇣
�C1,5 �

y

b
(�C1,5 ��C3,7)�

z

c

y

b
(�C3,7 ��C4,8)

⌘
,

qy (x, y, z) =
D

b

⇣
�C1,3 �

x

a
(�C1,3 ��C5,7)�

z

c

x

a
(�C5,7 ��C6,8)

⌘
,

qz (x, y, z) =
D

c

⇣
�C1,2 �

x

a
(�C1,2 ��C5,6)�

y

b

x

a
(�C5,6 ��C7,8)

⌘
�

�D
c

⇡
Q cos⇡

z

c
.

(39)

При всех различных значениях �Ci,j , i = 1...7, j = 2...8 в (27)-(29) потоки
qx (x, y, z), qy (x, y, z) и qz (x, y, z) будут вычисляться по формулам (24)-(26).

Покажем вид распределений диффузионных потоков вещества, соответствующие
случаям, когда в равенствах (27) и (28) будут одинаковы по два значения �Ci,j из
четырех, а в (29) – три значения �Ci,j из четырех. Подобная ситуация выполнима,
например, при данных

C1 = 1, C2 = 2, C3 = 3, C4 = 4, C5 = 6, C6 = 7, C7 = 14, C8 = 11,
Q = 5, a = 1м, b = 2м, c = 3м, D = 4 · 10�6м2

�
c.

(40)

а) б) в)

Рис. 2. Потоки вещества в параллелепипеде: а) qx (x, y, z), б) qy (x, y, z), в) qz (x, y, z) в
сечении z = c/2

Для значений (40) на рис. 2а изображено распределение qx (x, y, z) для которого вы-
полняются условия (36). На рис. 2б представлен профиль qy (x, y, z), соответствующий
условиям (37), а на рис. 2в показан график qz (x, y, z) в сечении z = c/2, построенный
при выполнении условий (34).

Распределение C (x, y, z), рассчитанное по формуле (21), для случая (40) в сечениях
плоскостями x = a/2, y = b/2 и z = c/2 показано на рис. 3а, рис. 3б и рис. 3в
соответственно.
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а) б) в)

Рис. 3. Концентрация вещества C (x, y, z) в параллелепипеде в сечениях: а) x = a/2, б)
y = b/2, в) z = c/2

Из рис. 3 видно, что данные распределения концентрации плоскостей симметрии не
имеют. Если же в (21) принять все начальные концентрации одинаковыми C1 = C2 =
C3 = C4 = C5 = C6 = C7 = C8, то в этом случае получим распределения, имеющие
плоскости симметрии, проходящие через центр параллелепипеда. Подобная ситуация
соответствует выполнению условий (30) для диффузионных потоков вещества.

Заключение. Подбор численных значений коэффициентов функций, входящих в
граничные условия и источник F (x, y, z), следует вести с учетом равенств (11)–(13),
(15).

Показано, что для внутреннего источника переменного только по оси OZ потоки
qx (x, y, z) и qy (x, y, z) не зависят от его амплитуды, а зависят только от концентраций
вещества в вершинах параллелепипеда. На поток qz (x, y, z) влияют и концентрации
вещества в вершинах, и амплитуда внутреннего источника. Для описания диффузи-
онных потоков получены формулы, в которых выделены слагаемые, представляющие
разности концентраций вещества в вершинах на соответствующих ребрах. Тем самым,
было показано, что в описании потока qx (x, y, z) присутствуют разности концентра-
ций в вершинах на ребрах коллинеарных только оси OX. Для описания qy (x, y, z)
учитывается разности концентраций в вершинах на ребрах коллинеарных только оси
OY, а в записи qz (x, y, z) присутствуют разности концентраций вещества в верши-
нах на ребрах коллинеарных только оси OZ. Описание потоков qx (x, y, z), qy (x, y, z),
qz (x, y, z) полученными формулами, показывает, что возможны случаи качественно
различных их профилей в зависимости от количества одинаковых значений разности
концентраций в вершинах на соответствующих ребрах.

Получено, что концентрация вещества в центре параллелепипеда равна сумме сред-
неарифметического значения концентраций вещества в его вершинах и амплитуды Q

внутреннего источника умноженного на величину c2
�
⇡2.
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THREE-DIMENSIONAL EXACT SOLUTIONS OF THE DIFFUSION EQUATION
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Abstract. The authors solve the problem of diffusion in a parallelepiped-shaped body with
boundary conditions of the 1st kind and an internal source of substance, depending on the
parallelepiped points coordinates with the fast expansions method. The proposed exact solution in
general form contains free parameters, which can be used to obtain many new exact solutions with
different properties. An example of constructing an exact solution with a variable internal source
depending on one coordinate z is shown in the work. An analysis of the features of diffusion flows
in a parallelepiped with the indicated internal source is given. It was found that the concentration
of a substance in the center of a parallelepiped is equal to the sum of the arithmetic mean of the
concentration of a substance at its vertices and the amplitude of the internal source multiplied by
the value c2

�
⇡2.

Keywords: analytical solution, exact solution, diffusion flows, variable internal source,
parallelepiped, fast expansions
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