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Аннотация. В данной статье рассматривается идентификации параметров математической
модели, основанной на дифференциальном уравнении с дробными производными. С помощью
этой модели описывается установившееся течение в скважине в трещинном деформирован-
ном пласте. Рассматриваемая модель может быть использована и при разработке нефтяных
месторождений с трещиноватыми коллекторами. Идентификация параметра осуществлялась
с помощью оптимизации показателя качества адекватности математической модели - коэф-
фициента детерминации. Также была представлена технология прогнозирования результатов
давлений, для области, в которой не проводились экспериментальные измерения. Предлага-
емая технология сопровождена расчетами.
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Введение.
Как правило, разработка нефтяных месторождений - сложная задача и поэтому

вместо реально существующего объекта рассматривают математическую модель, ко-
торая отражает основные свойства реальной технической системы. Эффективность
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разработки месторождений напрямую зависит от состояния призабойной зоны сква-
жины (ПЗС) – участка пласта, примыкающего к стволу скважины. Так как в преде-
лах ПЗС изменяются фильтрационные характеристики продуктивного пласта, на всех
этапах разработки месторождений необходимо вести регистрацию забойного давления
[1]. Экспериментальное определение забойного давления, сопровождается некоторыми
погрешностями, которые могут снизить точность построения индикаторных линий и
вычисления коэффициента продуктивности. В работе [2] рассматривается двухмерная
задача установившегося течения жидкости для скважины в трещиноватом деформи-
рованном пласте, которая описывается уравнением (1)

P 0(r) [D↵P (r)]2 = a(r)D↵P (r) + b(r), 0 < ↵ < 1 (1)
с начальным условием

P (0) = 0.

Данное уравнение содержит оператор дробного дифференцирования и описывает
зависимость мощности слоя H, вскрываемого пласта, от значений градиента давления
rP . Уравнение (1) сводится к системе уравнений (2)

⇢
D�v (r) [v (r)]2 = a (r) v (r) + b (r) ,
D↵P (r) = v (r) ,

(2)

с граничным условием

P (0) = 0.

В случае P (0) = с 6= 0, применяем замену переменной P1 (r) = P (r) � с, при этом
новая функция так же будет удовлетворять уравнению (1) [2].

↵ – эмпирический коэффициент, описывающий изменение мощности слоя в зависи-
мости от градиента давления.

Значение � вычисляется как:
� = 1� ↵.

Коэффициенты a (r) и b (r) вычисляются как

a (r) =
µQ |rP |↵

crit

2⇡rhk
; (3)

b (r) =
µ�к

k

✓
Q |rP |↵

crit

2⇡rh

◆2

, r 2 [0, rk] , (4)

где rP – градиент давления, v – вектор скорости, k – проницаемость среды, v – модуль
v, µ – вязкость жидкости, �k – константа пропорциональности, rk – радиус контура
питания.

На рис. 1 представлены зависимости, полученные при решении численным методом
с помощью программы MATHCAD уравнения (1) и при различных значениях ↵ со
следующими параметрами [3]

µ = 10�13 Па · с, k = 10�3м2, h = 10м, |rP |
crit

= 2.5 · 10
5Па
м

, �к = 103с/м,

Q = 11.5⇥ 10�5 · м3/с.
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Рис. 1. Зависимость изменения давления P от r при Q = 11, 5⇥10�5 ·м3/с и при различных ↵.

Каждой скважине соответствует конкретная величина ↵. Определить ее можно пу-
тем обработки зависимости действующей толщины пласта от градиента давления,
получаемой в результате промысловых исследований. Поэтому идентификация пара-
метра ↵ является важнейшей задачей для аппроксимации полученных исследований.

В данной статье для исследования рассматриваются эмпирические данные измере-
ния давлений в призабойных зонах нескольких скважин Ставропольского края. На
рисунке 2 приведены зависимости результатов измерений давлений на расстоянии r
от ствола скважин под номером 1 и 2. В таблицах 1, 2 эти значения представлены в
числовом виде [2].

скважина №1 скважина №2.

Рис. 2. Эмпирические данные изменения давления P в призабойных зонах.

Метод исследования
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R, м 2 4 7 12 14 18 21 25 29
P, Па ·10�4 6.3 97 14 17.05 17.85 19.25 20.15 21.15 22

R, м 33 37 42 47 50 53 56 60 67
P, Па ·10�4 22.8 23.5 24.35 25.1 25.4 25.8 26.25 26.75 27.67

R, м 72 74 78 81 85 89 93 97 100
P, Па ·10�4 28.2 28.4 28.7 29 29.4 29.7 30.03 30.33 30.6

Таблица 1. Экспериментальные значения для скважины №1.

R, м 2 3.5 6 7 8 9 10.5 12 13
P, Па 1̇0�4 1.27 1.58 1.87 1.96 2.04 2.15 2.23 226 2.32

R,м 14.5 17 20 22 24 28 31 33 36
P, Па 1̇0�4 2.36 2.44 2.51 2.55 2.58 2.63 2.67 2.69 2.72

R,м 38 40 41,5 45 48 51 53 56 59
P, Па 1̇0�4 2.74 2.77 2.78 2.82 2.84 2.86 2.88 2.9 2.92

R,м 61 63 65 67 69 71 73 74,5 76
P, Па 1̇0�4 2.93 2.94 2.95 2.96 2.97 2.98 2.99 2.99 3

R,м 79 83 86 88 90 93 95 97 100
P, Па 1̇0�4 3.02 3.04 3.05 3.06 3.07 3.09 3.1 3.11 3.12

Таблица 2. Экспериментальные значения для скважины №2.

Методы математического моделирования широко применяются в различных обла-
стях науки производства и техники, например, экономики [4-8], животноводстве [9,10],
на предприятиях нефтегазовой отрасли [11,12,13] и других. Применим идею прогно-
зирования для моделей, основанных на дифференциальных уравнениях с дробными
производными.

Предлагаем идентификацию параметра дробной производной для конкретной сква-
жины производить с помощью максимизации численного показателя качества мате-
матической модели - коэффициента детерминации (R2). Коэффициент детерминации
будет являться мерой адекватности математической модели. Коэффициент детерми-
нации равен 1 в случае абсолютной сходимости графика численного решения с кривой
эксперементальных данных. В нашем случае коэффициент детерминации определя-
ется как:

R2 = 1� Dост

Dобщ
· n� 1

n� 2
, (5)

где n� количество рассматриваемых значений, n � 1� степень свободы для общей
дисперсии (Dобщ), n� 2�степень свободы для остаточной дисперсии (Dост):

Dост =
nX

1

(P ч
ri
� P э

ri
). (6)

P ч
ri

– значения давлений в точках ri, полученные при численном решении задачи
(1), P э

ri
– измерения полученное при экспериментальном исследовании скважины, n�

количество данных. Dобщ – общая дисперсия Р̄ – среднее значение экспериментальных
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измерений:

Dобщ =
nX

1

(P э
ri
� Р̄) (7)

На рисунке 3 представлена геометрическая интерпретация экспериментальных дан-
ных и результатов математической модели (1), полученных при решении системы
уравнений (2) с идентифицированным параметром ↵. Для скважины №1 ↵ = 0.653,
для скважины №2 ↵ = 0.762.

Рис. 3. Точечный график соответствует экспериментальны данным, сплошная линия соответ-
ствует результатам математической модели.

В таблице 3 приведены рассчитанные значения показателя качества модели – R2,
необходимые для идентификации параметра ↵ двух рассматриваемых скважин. Зна-
чимость коэффициента качества модели подтверждена с помощью критерия Фише-
ра на уровне значимости 0.05 для скважины №1 (Fкр = 1.9472; Fнабл = 210.3656
при k1 = 26, k2 = 25) и для скважины №2 (Fкр = 1.6475;Fнабл = 786.4016 при
k1 = 45, k2 = 44). Отвергается основная гипотеза о незначимости показателя ка-
чества R2 : H0 : R2 = 0 и принимается конкурирующая гипотеза о значимости
R2 : H1 : R2 6= 0. Из таблицы 3 наблюдаем, что значения R2 для скважины №1
и №2 близки к единице. Следовательно, рассматриваемая математическая модель с
идентифицированными параметрами является адекватной для описания рассматри-
ваемого процесса.

Номер скважины Порядок производной Dост Dобщ R2

Скважина №1 ↵ = 0.653 8.138·10�7 0.000524 0.99545
Скважина №2 ↵ = 0.762 7.83181·10�7 0.000622 0.99873

Таблица 3. Расчетные значений коэффициентов детерминации.

В случае прогнозирования значений давления в областях, где экспериментальных
измерений не проводилось, может быть применена технология прогнозирования с вы-
числением доверительного интервала для искомой величины. Доверительный интер-
вал для прогнозируемого значения находится следующим образом

(Pпр � (1�R2)Pпр)  Pпрогн  (Pпр + (1�R2)Pпр) (8)
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Pпрогн – прогнозируемое значение давления в скважине. Pпр – значение точечно-
го прогноза давления в призабойной зоне скважины, полученное с помощью мате-
матической модели (1) численным методом при идентифицированном параметре ↵.
(1�R2)Pпр – величина стандартной ошибки прогнозированного значения.

Обсуждение результатов.
Для прогнозируемого значения давления на расстоянии 103 метра от центра сква-

жины № 1, при ↵ = 0.653, был рассчитан доверительный интервал [0.0003256 Па,
0.0003268 Па]. Для скважины № 2, при ↵ = 0.762, был получен доверительный интер-
вал [0.002946 Па, 0.002954 Па].

Представленная технология построения математической модели и ее идентифика-
ция является эффективным инструментом для решения рассматриваемой задачи. Как
показывают расчеты, вариант прогнозирования, основанный на дисперсионном ана-
лизе, позволяет получат минимальный доверительный интервал для прогнозируемого
значения и обеспечен необходимыми критериями.

Заключение.
Математическая модель, представленная в данной статье, хорошо аппроксимиру-

ет данные промысловых исследований, полученных на основе индикаторных линий.
Также модель обосновывает зависимость расхода жидкости от перепада давления,
которая используется при обработке данных гидродинамических исследований при
установившемся притоке жидкости к скважине в трещиноватом деформированном
пласте.

Предложенная технология прогнозирования позволяет получить минимальный до-
верительный интервал прогнозируемого значения и для модели, основанной на диф-
ференциальном уравнении с дробными производными, приводится впервые.
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Abstract. This article discusses the identification of the parameters of a mathematical model
based on a differential equation with fractional derivatives. This model is used to describe the
steady-state flow in a well in a fractured deformed formation. The considered model can be used
in the development of oil fields with fractured reservoirs. The identification of the parameter was
carried out by optimizing the quality indicator of the adequacy of the mathematical model -
the coefficient of determination. The technology for predicting the results of pressures was also
presented, for an area in which no experimental measurements were carried out. The proposed
technology is accompanied by calculations.
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