
Вестник ЧГПУ им. И.Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2021. №2. С. 115–127

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

ПРЯМЫЕ, ИНВЕРСНЫЕ И ЗЕРКАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ МОДЫ
СВЯЗАННЫХ ВОЛН ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И МИКРОВРАЩЕНИЙ В

ГЕМИТРОПНЫХ МИКРОПОЛЯРНЫХ СРЕДАХ

Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. В статье обсуждаются вопросы распространения монохроматических волн в
гемитропном микрополярном континууме. Сформулированы уравнения динамики гемитроп-
ного микрополярного упругого тела в терминах псевдотензоров с 9-ю определяющими псев-
доскалярами. Рассмотрены преобразования указанных уравнений в случаях инверсии про-
странства и зеркального отражения относительно заданной плоскости. Показано наличие ин-
версных волновых мод (наряду с прямыми) в распространяющейся плоской волне. Получены
формулы преобразования прямых волновых мод перемещений и микровращений в инверсные
и зеркально отраженные моды. Приводятся соответствующие формулы.
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Вводные замечания и предварительные сведения. Волновые задачи меха-
ники микрополярных континуумов возникают при моделировании различных процес-
сов: медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование, сонография,
спектральная допплерография; неразрушающего контроля, передаче энергии и им-
плуьса в волноводах. Теоретической основой для этих методов могут служить задачи
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о распространении гармонических волн в сплошных средах [1–3]. Исследованиям ре-
шений волновых задач термомеханики микроплярных континуумов посвященая об-
ширная литература [4–7]. В настоящей работе рассматривается задача о различных
поляризациях монохроматической плоской волны перемещений и микровращений в
гемитропном микрополярном континууме.

Исследование осуществляется на основе аппарата прседотензорного исчисления.
Ранее, в работах авторов [8–10] обсуждались вопросы применения алгебры и анализа
псевдотензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упруго-
сти. В терминах псевдотензоров сформулированы уравнения динамики гемитропного
микрополярного упругого тела с 9 определяющими псевдоскалярами. Рассмотрены
преобразования уравнений динамики в случаях инверсии пространства и зеркального
отражения относительно заданной плоскости. Показано наличие инверсных волновых
мод (наряду с прямыми) при распространении плоских монохроматических волн. По-
лучены формулы преобразования решений прямых волновых мод перемещений и мик-
ровращений, в инверсные и зеркальные моды. По прямым волновым модам построены
инверсные и зеркальные моды.

1. Определяющие уравнения гемитропного микрополярного тела. Псев-
дотензорная формулировка. Динамические уравнения гемитропного микропо-
лярного тела в подавляющем большинстве источников выводятся в терминах абсо-
лютных тензоров [4–6]. Однако, как показали недавние исследования [8–10], геомет-
рически и физически корректная формулировка уравнений гемитропной микропо-
лярной теории возможна только в терминах псевдотензоров. Здесь мы не будем по-
дробно воспроизводить определение и свойства псевдотензоров. Изложение алгебры
псевдотензоров с необходимой степенью полноты можно найти в руководствах по тен-
зорному анализу [11–16], а ее применение к механике континуума в работах [8–10].
Исключительное значение при этом имеет понятие фундаментального ориентирую-
щего псевдоскаляра e [8–10], который в N–мерном пространстве можно определить
как косое произведение [17, c. 63–65] абсолютных векторов ковариантного базиса
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Отметим лишь, что псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры
при помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [8–10]). Для
произвольного псевдотензора веса W имеем

T pqr···s
ij···l = e�W

[W ]

T pqr···s
ij···l . (5)
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Следствием принципа виртуальных перемещений [7,10] являются уравнения дина-
мики микрополярной среды, которые примем в форме

rit
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··u
k, (6)
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где
[�1]
⌧ j � ассоциированный (сопутствующий) псевдовектор силовых напряжений
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Ассоциированный (сопутствующий) вектор моментных напряжений определяется по
аналогии с (8)
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Введем микрополярный упругий потенциал U , рассчитанный на единицу инвари-
антного элемента объема, с псевдотензорными аргументами
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Обычно, аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры. Здесь су-
щественным является использование формализма псевдотензоров, обеспечивающего
чувствительность определяющих псевдоскаляров к преобразованиям инверсии про-
странства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал U по физическому смыслу является объективной величиной и
не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому он (так же как и
его первая вариация �U ) является абсолютным скаляром. Первая вариация упругого
потенциала представляется сбалансированной по весам суммой

�U = t(ij)�"ij +
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откуда могут быть получены определяющие уравнения:
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В качестве потенциала U , который как указывалось выше инвариантен относи-
тельно поворотов и переносов пространства, а также относительно преобразований
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инверсии пространства и зеркальных отражений, в гемитропном случае следует вы-
брать квадратичную функцию
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где G� модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений); ⌫ � коэффициент

Пуассона (не имеет физической размерности);
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L � характеристическая микродлина;
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c2, c3, c4, c5, c6 � не имеющие физической размерности псевдоскаляры.

В результате приходим к определяющим уравнениям гемитропной микрополярной
среды:
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Уравнения динамики гемитропного микроплярного упругого континуума в криво-
линейных координатах, вводя обозначения для дифференциальных операторов L i и
[�1]

Mi и принимая обозначения для определяющих постоянных
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записываются в форме
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На основании данных выше определений дифференциальный оператор L i имеет

нулевой вес, а оператор
[�1]

Mi имеет вес �1. Для правоориентированной декартовой
системы координат уравнения (17) запишутся в виде (см. также таблицу 3)
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fk � специальный символ, вес которого мы не будем указывать, точно так же как
это имеет место для ✏–символов.

2. Инверсные волновые моды. Рассмотрим преобразование инверсии про-
странства (xk ! x

⇤k
), т.е.

x
⇤k

= �xk. (20)

Здесь и далее, величины в новой системе координат обозначим звездочкой снизу. В
таблице 1 укажем объекты в правоориентированной декартовой системе координат,
инверсной к ней системе координат и формулы связи. Снова на основании уравнения
(17) и заменяя материальные постоянные на основании таблицы 1 получаем
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Таблица 1. Таблица соответствия для прямой и инверсной декартовых координатных систем.
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Произведя в дифференциальных операторах замены в соответствии с третьим
столбцом таблицы 3, находим
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Откуда следует, что если выполняются уравнения (18) и (19) для исходной право-
ориентированной декартовой системы координат, то выполняются (в силу выполни-
мости (23)) и уравнения (21) и (22)) в инверсной координатной системе.4 Указанное
обстоятельство влечет, наличие прямых и инверсных мод при распространении волн
по гемитропному микрополярному упругому континууму.

3. Зеркальные волновые моды. Рассмотрим преобразование зеркального от-
ражения относительно плоскости x1Ox2 (xk ! x

⇤k
), величины в новой системе коор-

динат обозначим звездочкой снизу. Тогда

x
⇤1

= x1, x
⇤2

= x2, x
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= �x3. (24)

В таблице 2 укажем объекты в правоориентированной декартовой системе коорди-
нат, зеркально отраженной системе координат и формулы связи. Снова, на основании
системы динамических уравнений (17) и заменяя материальные постоянные в соот-
ветствии с таблицей 2 получаем
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··u⇤ i
= 0, (25)

[�1]

M
⇤ i(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = GL2[(1 + c2)@⇤s

@
⇤s
f
⇤ i + (1� c2+

+ 2c3)@⇤ i
@
⇤k
f
⇤ k � L�1c04@⇤ i

@
⇤k
u
⇤k

� L�1c05@⇤k
@
⇤k
u
⇤ i
�

� L�1c06✏isl@⇤s
f
⇤ l]� 2Gc1(2f⇤ i � ✏ikl@⇤k

u
⇤ l
)� ⇢I@2

··f⇤ i = 0. (26)

Произведем замены в уравнениях (18) согласно таблицы 2 выпишем уравнения

L
⇤ 1(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = G[(1 + c1)@s@su1 + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@1@kuk + 2c1✏1kl@kfl � Lc04@1@kfk�
� Lc05@k@kf1]� ⇢ @2

··u1 = L1(@k, uk,fk), (27)

L
⇤ 2(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = G[(1 + c1)@s@su2 + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@2@kuk + 2c1✏2kl@kfl � Lc04@2@kfk�
� Lc05@k@kf2]� ⇢ @2

··u2 = L2(@k, uk,fk), (28)

L
⇤ 3(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �G[(1 + c1)@s@su3 � (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@3@kuk � 2c1✏3kl@kfl + Lc04@3@kfk+

+ Lc05@k@kf3] + ⇢ @2
··u3 = �L3(@k, uk,fk), (29)

4Справедливо и обратное утверждение.
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Таблица 2. Таблица соответствия для прямой и зеркально отраженной декартовых коорди-
натных систем.

криволинейная си-
стема координат

правоориенти-
рованная декар-
това система
координат

зеркальная систе-
ма координат

формулы преобра-
зования

xk xk x
⇤
k

x
⇤1

= x1

x
⇤2

= x2

x
⇤3

= �x3

e 1 �1 e
⇤
= �e

✏ijk ✏ijk ✏ijk

✏ijk ✏ijk ✏ijk

ri @i @
⇤ i

@
⇤1

= @1

@
⇤2

= @2

@
⇤3

= �@3

ui ui u
⇤i

u
⇤1

= u1

u
⇤2

= u2

u
⇤3

= �u3

[+1]

� k fk f
⇤ k

f
⇤ 1 = �f1

f
⇤ 2 = �f2

f
⇤ 3 = f3

L i(rk, uk,fk) Li(@k, uk,fk) L
⇤ i(@⇤k

, u
⇤
k,f

⇤
k)

L
⇤ 1 = L 1

L
⇤ 2 = L 2

L
⇤ 3 = �L 3

Mi(rk, uk,fk) Mi(@k, uk,fk) M
⇤ i(@⇤k

, u
⇤
k,f

⇤
k)

M
⇤ 1 = �M 1

M
⇤ 2 = �M 2

M
⇤ 3 = M 3

[�1]

L L L
⇤

L
⇤
= �L

[�2]
c1 c1 c1

[+2]
c2 c2 c2

[�2]

I I I

Производя преобразование уравнений (19) согласно таблицы 2 получим

[�1]

M
⇤ 1(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �GL2[(1 + c2)@s@sf1�

� (1� c2 + 2c3)@1@kfk � L�1c04@1@kuk�
� L�1c05@k@ku1 � L�1c06✏1sl@sfl] + 2Gc1(2f1+

+ ✏1kl@kul) + ⇢I@2
··f1 = �

[�1]

M1(@k, uk,fk), (30)
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[�1]

M
⇤ 2(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �GL2[(1 + c2)@s@sf2�

� (1� c2 + 2c3)@2@kfk � L�1c04@2@kuk�
� L�1c05@k@ku2 � L�1c06✏2sl@sfl] + 2Gc1(2f2+

+ ✏2kl@kul) + ⇢I@2
··f2 = �

[�1]

M2(@k, uk,fk), (31)

[�1]

M
⇤ 3(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = GL2[(1 + c2)@s@sf3+

+ (1� c2 + 2c3)@3@kfk + L�1c04@3@kuk+

+ L�1c05@k@ku3 + L�1c06✏3sl@sfl]� 2Gc1(2f3�

� ✏3kl@kul)� ⇢I@2
··f3 =

[�1]

M3(@k, uk,fk), (32)

Из условия существования решения системы связанных уравнений (18) и (19) для
исходной правоориентированной декартовой системы координат, следует существова-
ние решения (в силу справедливости соотношений (27)–(32)) системы связанных урав-
нений (17) в зеркально отраженной координатной системе. Вышесказанное указывает
на наличие прямых и зеркальных мод при распространении волн по гемитропному
микрополярному упругому континууму.

4. Плоская гармоническая связанная волна перемещений и
микровращений. Рассмотрим гемитропный микрополярный упругий конти-
нуум, погруженный в трехмерное “плоское” пространство. Пусть по континууму
распространяется плоская гармоническая связанная волна перемещений и микровра-
щений:

un = Ane
i�, fn =

[+1]

S ne
i�, � = (kmxm � !t) (n,m = 1, 2, 3) (33)

где xm � абсолютный радиус-вектор; km � волновой (комплекснозначный) вектор; ! �

циклическая частота (абсолютный скаляр); An и
[+1]

S n � вектор и псевдовектор про-
странственной поляризации волны, � � фазовый показатель гармонической экспонен-
ты. В самом деле, нетрудно видеть, что ! и t не зависят от выбора системы координат,
тогда !t есть абсолютный скаляр, но тогда и скалярное произведение kmxm есть абсо-
лютный скаляр, и в силу того, что радиус-вектор xm является абсолютным вектором,
заключаем что волновой вектор km также является абсолютным вектором, а фазовый
показатель гармонической экспоненты � является абсолютным инвариантом.

4.1. Распространение инверсных мод. Пусть существует решение связанной системы
дифференциальных уравнений (17) в форме плоской гармонической связанной волны
(33), тогда решение для инверсной моды в соответствии с (21), (22) и таблицей 1
запишется в форме

u
⇤n

= �Ane
i�, f

⇤ n =
[+1]

S ne
i�, k

⇤n
= �kn. (34)
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k
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⇤

Рис. 1. Векторы поляризации прямых и инверсных волновых мод.
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Рис. 2. Векторы поляризации прямой и зеркальной мод.

Схематически представим векторы поляризации монохроматической волны на ри-
сунке 1 перенеся векторы поляризации инверсных мод в исходное пространство. Вол-
новой вектор и вектор поляризации волны перемещений при инверсии пространства
изменят свое направление, а псевдовектор поляризации волны микровращений при
этом не поменяется.

4.2. Распространение зеркальных мод. Решение для случая преобразования зеркаль-
ного отражения относительно плоскости x1Ox2 (24), также можно получить преобра-
зовав решения для прямой волновой моды (33) в соответствии с таблицей 2. В итоге
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для зеркальной волновой моды получим

u
⇤1

= A1e
i�, f

⇤ 1 = �
[+1]

S 1e
i�, k

⇤1
= k1,

u
⇤2

= A2e
i�, f

⇤ 2 = �
[+1]

S 2e
i�, k

⇤2
= k2,

u
⇤3

= �A3e
i�, f

⇤ 3 =
[+1]

S 3e
i�, k

⇤3
= �k3.

(35)

На рисунке 2 мы видим, как изменятся направления волнового вектора, вектора по-
ляризации перемещений и псевдовектора поляризации микровращений при зеркаль-
ном отражении если их перенести в исходное пространство. Неизменным остается
только фазовый показатель гармонической экспоненты.

Заключение. В статье обсуждаются вопросы распространения гармонических
возмущений в гемитропном микрополярном континууме.

(1) Сформулированы уравнения динамики гемитропного микрополярного упру-
гого тела в терминах псевдотензоров с 9 определяющими псевдоскалярами.

(2) Рассмотрены преобразования уравнений динамики в случаях инверсии про-
странства и зеркального отражения относительно заданной плоскости.

(3) Показано наличие инверсных волновых мод (наряду с прямыми) при распро-
странении плоских монохроматических волн.

(4) Получены формулы преобразования решений прямых волновых мод переме-
щений и микровращений, в инверсные и зеркальные моды.

(5) По прямым волновым модам построены инверсные и зеркальные моды.
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E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

DIRECT, INVERSE AND MIRROR WAVE MODES OF COUPLED
DISPLACEMENTS AND MICROROTATIONS MONOCHROMATIC PLANE

WAVES IN HEMITROPIC MICROPOLAR MEDIA

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with the propagation of monochromatic plane waves in a hemitropic
micropolar continuum. The dynamics equations of a hemitropic micropolar elastic solid in terms
of pseudotensors with 9 constitutive pseudoscalars are derived and discussed. Formulae for the
cases of space inversion and mirror reflection relative to a given plane are obtained and considered.
The simultaneous existence of the direct, inverse and mirror reflected wave modes in propagating
plane waves is established. Formulae for direct wave modes of displacements and microrotations in
inverse and mirror modes are given.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, constitutive pseudoscalar,
micropolar hemitropic continuum, wave, wave mode, inverse mode, mirror mode
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