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Аннотация. Работа посвящена исследованию кручения неоднородных стержней из идеаль-
ного жесткопластического материала, находящихся под действием переменного внешнего дав-
ления линейно меняющегося вдоль образующей стержня. Определены основные соотношения
теории кручения исследуемых стержней. Найдены характеристики основных соотношений и
определены соотношения вдоль характеристик. В работе получены интегралы основных со-
отношений при различных условиях предельного состояния стержня.
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Кручение является одним из распространенных видов деформации тел. Оно до-
вольно часто встречается в инженерной практике. Теории кручения стержней из иде-
ального жесткопластического материала посвящены многочисленные работы, в част-
ности кручение изотропных и анизотропных стержней изложено в [1–3]. Работы [4,5]
и [6, 7] посвящены исследованию кручения неоднородных стержней из идеального
жесткопластического материала. Кручение стержней из упрочняющегося материала
приводит к определенным сложностям. В этом случае, задача не является статически
определимой. Возникают трудности с точной постановкой задачи. Требует совмест-
ного рассмотрения поля напряжений и деформаций. Отдельные случаи в линеаризо-
ванной постановке рассмотрены в работе [8]. В [9] исследовано кручение стержней из
анизотропного жесткопластического материала, находящегося под действием давле-
ния, меняющегося вдоль образующей.
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Рассмотрим неоднородный цилиндрический или призматический стержень из иде-
ального жесткопластического материала. Предположим, что образующие стержня
параллельны оси z. Стержень находится под действием переменного внешнего дав-
ления линейно меняющегося вдоль образующей стержня. Предположим также, что
стержень закручивается вокруг своей оси. При этом боковая поверхность стержня
свободна от нагрузок.

Напряженное состояние в стержне характеризуется следующими значениями ком-
понент напряжения:

�x = �y = �z = ��z + µ (�, µ� const)
⌧xy = 0, ⌧xz = ⌧xz (x, y) , ⌧yz = ⌧yz (x, y) ,

(1)

определяется из уравнения равновесия
@⌧xz
@x

+
@⌧yz
@y

= � (2)

и условия пластичности
f (⌧xz, ⌧yz, x, y) = 0. (3)

Деформированное состояние в стержне характеризуется следующими компонентами
скоростей деформаций

"x = "y = "z = "xy = 0 (4)
и определяется из соотношения ассоциированного закона пластического течения

"xz
@f
@⌧xz

=
"yz
@f
@⌧yz

(5)

где "ij – компоненты скоростей деформаций.
На контуре поперечного сечения стержня имеет место равенство

dy

dx
=

⌧yz
⌧xz

, (6)

Из (6) следует, что вектор ~⌧ = (⌧xz, ⌧yz) касательного напряжения на контуре попе-
речного сечения направлен по касательной к ней.

Дифференцируя соотношение (3) по переменной x, имеем
@f

@⌧xz

@⌧xz
@x

+
@f

@⌧yz

@⌧yz
@x

+
@f

@x
= 0. (7)

Согласно (7) из уравнения равновесия (2) получим

� @f

@⌧yz

@⌧yz
@x

+
@f

@⌧xz

@⌧yz
@y

=
@f

@x
+ �

@f

@⌧xz
. (8)

Из (8) следует
dx

� @f
@⌧yz

=
dy
@f
@⌧xz

=
d⌧yz

@f
@x + � @f

@⌧xz

(9)

Из соотношений (9) имеем уравнение характеристик
@f

@⌧xz
dx+

@f

@⌧yz
dy = 0 (10)

и соотношения вдоль характеристик
@f

@⌧yz
d⌧yz +

✓
@f

@x
+ �

@f

@⌧xz

◆
dx = 0,

@f

@⌧xz
d⌧yz �

✓
@f

@x
+ �

@f

@⌧xz

◆
dy = 0. (11)
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Аналогично, дифференцируя соотношение (3) по переменной yи поставляя полу-
ченное в уравнение равновесия (2), имеем

@f

@⌧yz

@⌧xz
@x

� @f

@⌧xz

@⌧xz
@y

=
@f

@y
+ �

@f

@⌧yz
. (12)

dx
@f
@⌧yz

=
dy

� @f
@⌧xz

=
d⌧xz

@f
@y + � @f

@⌧yz

(13)

Из соотношений (13) следует, что вдоль характеристик (10) справедливы соотношения
@f

@⌧yz
d⌧xz �

✓
@f

@y
+ �

@f

@⌧yz

◆
dx = 0,

@f

@⌧xz
d⌧xz +

✓
@f

@y
+ �

@f

@⌧yz

◆
dy = 0. (14)

Соотношения (10), (11) и (14), в общем случае, проинтегрированы могут быть только
численно. Для некоторых случаев условия пластичности (3) можно получить инте-
гралы этих уравнений.

(1) Рассмотрим случай, когда условие пластичности (3) не зависит от x и y:
f (⌧xz, ⌧yz) = 0. (15)

Согласно (11) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения

⌧yz = �y + c11, ⌧xz = c12 (y) , (16)

где c11 = const, f (c12 (y) , �y + c11) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

x =

Z
b11(y)

a11(y)
dy + c1 (17)

где a11 (y) =
@f
@⌧xz

(c12 (y) , �y + c11) , b11 (y) =
@f
@⌧yz

(c12 (y) , �y + c11) , c1 = const

Согласно (14) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения

⌧xz = �x+ c13, ⌧yz = c14 (x) , (18)

где c13 = const, f (�x+ c13, c14 (x)) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

y =

Z
a12(x)

b12(x)
dx+ c2 (19)

где a12 (x) =
@f
@⌧xz

(�x+ c13, c14 (x)) , b12 (x) =
@f
@⌧yz

(�x+ c13, c14 (x)) , c2 = const

(1) В случае, когда условие текучести (3) не зависит от x

f (⌧xz, ⌧yz, y) = 0, (20)
соотношения вдоль характеристик (10), имеют вид

⌧yz = �y + c21, ⌧xz = c22 (y) , (21)

где c21 = const, f (c22 (y) , �y + c21, y) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

x =

Z
b21(y)

a21(y)
dy + c3 (22)

где a21 (y) =
@f
@⌧xz

(c22 (y) , �y + c21, y) , b21 (y) =
@f
@⌧yz

(c22 (y) , �y + c21, y) , c3 = const
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Согласно (14) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения
⌧xz = �x+ c23, ⌧yz = c24 (x) , (23)

где c13 = const, f (�x+ c13, c14 (x)) = 0.
Аналогично, когда условие текучести (3) не зависит от y

f (⌧xz, ⌧yz, x) = 0, (24)
соотношения вдоль характеристик (10), примут вид

⌧xz = �x+ c23, ⌧xz = c24 (x) , (25)
где c23 = const, f ( �x+ c24, c24 (x) , x) = 0.

Уравнение характеристик (10) примет вид

y =

Z
a22(x)

b22(x)
dx+ c4 (26)

где a22 (x) =
@f
@⌧xz

(c24 (x) , �x+ c23, x) , b22 (x) =
@f
@⌧yz

(c24 (x) , �x+ c23, x) , c4 = const.
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Abstract. The work is devoted to the investigation of the torsion of inhomogeneous rods made
of ideal hard-plastic material under the action of variable external pressure linearly varying along
the generatrix rod. The basic relations of the theory of torsion of the investigated rods. The
characteristics of the basic relations are found and relationships along characteristics. The integrals
of the basic ratios under different conditions of the limiting state of the bar.
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