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Введение
В данной работе рассматривается общая плоская задача определения состояния тел

в случае отрыва. Предельное состояние тел при отрыве, достигается в двух случаях

�1 = �2 = p, �3 < p,
�3 = p, �1 = �2 < �3, p = const.
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Задачи определения статически определимого состояния тел в случае отрыва рас-
сматривались в работах [1–3], в работах [4, 5] было получено решение для простран-
ственной задачи определения предельного состояния при отрыве, в случае зависи-
мости функции отрыва от направлений осей главных напряжений и среднего напря-
жения. Полученные в работе [4] соотношения использовались в работах [6–10], для
решения ряда задач определения состояния тел с учетом сопротивления отрыву. В
данной работе приводится решение задачи определения статически определимого со-
стояния тела при отрыве в случае общей плоской задачи. Общее плоское напряжённое
состояние описывается тремя семействами характеристик. При этом p – функция от-
рыва, характеризующая свойства материала.

1. Предельное состояние для первого условия отрыва
Для первого случая отрыва будет справедливо выражение

�1 = �2 = p, �3 < p. (1)
Запишем выражения для компонент напряжения

�x = p+ 3 (� � p)n2
1, ⌧xy = 3 (� � p)n1n2,

�y = p+ 3 (� � p)n2
2, ⌧yz = 3 (� � p)n2n3,

�z = p+ 3 (� � p)n2
3, ⌧xz = 3 (� � p)n1n3,

� = 1
3 (�x + �y + �z) .

(2)

Для направляющих косинусов третьего главного напряжения будет справедливо
выражение

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1,

где n1 = cos↵, n2 = cos�, n3 = cos � – направляющие косинусы.
Примем

cos' =
cos↵

sin �
, sin' =

cos�

sin �
,

тогда

n1 = sin � cos', n2 = sin � sin', n3 = cos �. (3)
Из (2) с учетом (3) получим

�x = p+ 3 (� � p) sin2�cos2', ⌧xy = 3 (� � p) sin2� cos' sin',
�y = p+ 3 (� � p) sin2�sin2', ⌧yz = 3 (� � p) sin � cos � sin',
�z = p+ 3 (� � p) cos2�, ⌧xz = 3 (� � p) sin � cos � cos'.

(4)

Функцию отрыва будем считать функцией вида

p = p (�,', �) . (5)
Примем, что компоненты напряжения (4) не зависят от координаты z и определя-

ются значениями
� = � (x, y) , � = � (x, y) , ' = ' (x, y) . (6)

С учетом (6) уравнения равновесия запишем в виде
@�x
@x

+
@⌧xy
@y

= 0,
@⌧xy
@x

+
@�y
@y

= 0,
@⌧zx
@x

+
@⌧yz
@y

= 0. (7)

Из (4) и (7) с учетом (5), (6) имеем
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(8)

Для определения соотношений вдоль характеристик дополним систему уравнений
(8) соотношениями

@�

@x
dx+

@�

@y
dy = d�,

@'

@x
dx+

@'

@y
dy = d',

@�

@x
dx+

@�

@y
dy = d�. (9)

Решение системы уравнений (8), (9) будем искать относительно компонент

@�

@x
,
@�

@y
,
@'

@x
,
@'

@y
,
@�

@x
,
@�

@y
.

Будут справедливы выражения

@�

@x
=

�1

�
,

@�

@y
=

�2

�
,

@'

@x
=

�3

�
,
@'

@y
=

�4

�
,

@�

@x
=

�5

�
,

@�

@y
=

�6

�
, (10)

где �, �i, i = 1, 2, ..., 6 определяются по правилу Крамера. Уравнения характеристик
и соотношений вдоль них определим из условий

� = �i = 0. (11)

Согласно (8), (9), (11), уравнения характеристик получим из кубического уравнения
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(12)

где a = 1 � @p
@� , b = � � p. Соотношения вдоль характеристик (12) определим из

условия �5 = 0.
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2. Предельное состояние для второго условия отрыва
Второе условие отрыва запишем в виде

�3 = p, �1 = �2 < �3. (14)

Выражения для компонент напряжения примем в виде

�x = 3��p
2 + 3(p��)

2 sin2�cos2', ⌧xy = 3(p��)
4 sin2� sin 2',

�y = 3��p
2 + 3(p��)

2 sin2�sin2', ⌧yz =
3(p��)

4 sin 2� sin',

�z =
3��p

2 + 3(p��)
2 cos2�, ⌧xz =

3(p��)
4 sin 2� cos'.

(15)

Из (7) и (15) с учетом (5), (6) имеем
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Уравнения характеристик, согласно (9), (11), (16) найдем из уравнения

(cos'dy � sin'dx)
n
Ā(dy)2 + B̄dxdy + C̄ (dx)2

o
= 0, (17)
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Уравнения характеристик, согласно (11) (17) запишутся в виде
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Соотношения вдоль характеристик (18) определим из условия .
✓
dy

dx

◆2

[�Ad� +B (d� + d')] +

✓
dy

dx

◆
[Cd� �Dd� � Ed'] + Fd� = 0, (19)

где

A = 3
16 sin 2�


b
⇣

@p
@� � 3

⌘2
sin'� 2 @p

@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
cos'

�
,

B = 3
16 sin 2�


b2

⇣
@p
@� � 3

⌘
sin2� cos'+ 2

⇣
@p
@'

⌘2
cos'� @p

@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
sin'

�
,

C = � 3
16 sin 2�


b
⇣

@p
@� � 3

⌘2
cos'� 2 @p

@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
sin'

�
,

D = �9
8b

2
⇣

@p
@� + 3

⌘
sin4�sin2' cos'� 3

8b
@p
@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
cos 2� sin'+

+9
8b

@p
@'

�
a+ 2sin2'

�
sin2� sin'� 27

64b
@p
@� sin 2�

⇥
3
8sin

2�sin2' cos'+

+8asin4�sin4' cos'� 4
9

⇣
@p
@� � 3

⌘
cos'

i
�

� 3
16 sin 2�


b2

⇣
@p
@� � 3

⌘
sin2� sin'� 2

⇣
@p
@'

⌘2
sin'� @p

@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
cos'

�
,

E = � 3
16 sin 2�


b2

⇣
@p
@� � 3

⌘
sin2� sin'� 2

⇣
@p
@'

⌘2
sin'� @p

@'

⇣
@p
@� � 3

⌘
cos'

�
,

F = �9
8bsin

2� sin'
h
@p
@' sin 2'+ b

⇣
@p
@� � 3

⌘ �
2cos2'cos2� � cos 2' cos 2�

�
+

+ @p
@� sin 2�sin2'� 3absin2�sin2'

i
.

3. Обсуждение
Для первого случая отрыва из (12) при p = const получим

(dy)3 � 3 tg'(dy)2dx+ 3 tg2 'dy(dx)2 � tg 3'(dx)3 = 0, (20)

тогда уравнение характеристик запишутся в виде
✓
dy

dx

◆

1,2,3

= tg'. (21)

В случае p = const выражение (13) может быть записано в виде

d� (cos'dy � sin'dx) = 0. (22)

Из уравнения характеристик для первого условия отрывы (21) при p = const, по-
лучим

y � x tg' = const. (23)

Очевидно, что при p = const, согласно (5) будет справедливо ' = const. Анализируя
выражение (22) можно получить тривиальное решение � = const. Согласно (23), в
качестве характеристических поверхностей выступают плоскости, чьи проекции на
плоскость Oxy образуют прямые. Для прямых возможны два случая, в первом случае
будет неизменна величина угла наклона ' первого главного напряжения �1 к оси Ox,
во втором случае неизменным будет угол наклона третьего главного напряжения �3 к
оси Oz. Если принять, что функция отрыва p зависит только от среднего напряжения
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p = p(�), тогда из (12) получим
⇣
dy
dx

⌘

1
= tg'. Два других решения определяются из

уравнения

3asin2�(dy cos'� dx sin')2�
� @p

@�

h�
cos2� � sin2� cos 2'

�
(dy)2 +

�
cos2'+ sin2' cos 2�

�
(dx)2

i
= 0.

В случае, если функция отрыва не зависит от среднего напряжения и находится в
зависимости от направления, p = p (', �), с учетом @p

@� = 0 из (12) получим

✓
dy

dx

◆

1,2

= tg',

✓
dy

dx

◆

3

=
3 (� � p) tg'sin2� + 1

2
@p
@� sin 2� tg'+ @p

@'

3 (� � p) sin2� + 1
2
@p
@� sin 2� � @p

@' tg'
.

Для второго случая отрыва, при p = const из (18) следует
⇣
dy
dx

⌘

1
= tg',

⇣
dy
dx

⌘

2,3
=

sin2� sin' cos'±
p

sin2��1
sin2�cos2'�1

.
(24)

Из (24) при условии sin2� = 1 получим выражения для характеристических по-
верхностей

✓
dy

dx

◆

2,3

= � ctg'. (25)

Учитывая выражение
⇣
dy
dx

⌘

1
= tg', при p = const уравнение (19) запишем в виде

cos �d� � b sin �cos2'd� = 0. (26)
При sin2� = 1, cos � = 0 из уравнения (26) следует � = const.
Заключение
В работе были определены выражения для определения предельного состояния об-

щей плоской задачи при условии зависимости функции отрыва от среднего давления �
и направления осей напряжения. На основании полученных общих соотношений были
рассмотрены частные случаи, зависимости функции отрыва только от среднего гид-
ростатического давления: только от направления главных осей тензора напряжений
и случай p = const. Варьируя данными параметрами, можно задавать разные анизо-
тропные свойства материала. Таким образом, в работе получены общие соотношения
для статически определимых плоских задач предельного состояния при отрыве для
анизотропных сред.
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THE LIMITING STATE OF BODIES DURING SEPARATION IN THE CASE OF
THE GENERAL PLANE PROBLEM
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Abstract. The work is devoted to the solution of the general plane problem related to the
determination of the limiting state of bodies during separation. The equations defining the
conditions for the limiting state are taken as functions that depend on the average pressure and
directions of separation. As a result of calculations, the characteristic equations were determined
for two cases: when the limiting values of separation by two main stresses are reached and when the
limiting value of separation by one main stress is reached. For the two considered cases, equations
of characteristics and relations along them were obtained.
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