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Аннотация. Ориентируемые континуумы играют важную роль в микрополярной теории
упругости, все реализации которой возможны только в рамках псевдотензорного формализ-
ма и представления об ориентируемом многообразии. Особенно это касается теории микропо-
лярных гемитропных упругих сред. В настоящей работе рассматриваются различные форму-
лировки интегральной теоремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного
поля, заданного веса. Тем самым достигается распространение известной интегральной фор-
мулы Стокса на случай псевдотензоров. Последнее обстоятельство позволяет использовать,
указанное обобщение для микрополярных континуумов. Исследование существенно опирает-
ся на класс специальных координатных систем.
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1. Введение. Теоремы преобразования объемных интегралов в поверхностные
(теоремы: Стокса, Грина, Остроградского–Гаусса) играют чрезвычайно важную роль
в механике сплошных сред. Особенно при вариационных формулировках законов со-
хранения и выводе уравнений баланса термодинамических переменных. Другим важ-
ным объектом современной геометрии, широко используемым в механике континуума,
является понятие ориентируемого многообразия [1–3], естественным образом появля-
ющееся в теории микрополярной упругости [4–6]. При формулировке интегральных
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теорем и законов сохранения особое внимание следует уделять согласованию ориента-
ций реперных направлений элементарных ячеек внутри континуума и на его границе.
Все базовые понятия, связанные с измерениями тензорного объема ячейки, требуют
привлечения аппарата псевдотензорного исчисления и фундаментального понятия об
ориентируемых многообразиях [1–3,7–9].

В ходе изложения вопросов связанных с многомерной геометрией, будем следовать
терминологии и идеям [3]. Минимальные сведения о тензорных элементах объема и
площади можно найти в [1, см. приложение Дж. Л. Эриксена] и [3]. Вопросы приме-
нения алгебры псевдотензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной
теории упругости обсуждались в работах [5–7,10–13].

В представленной работе рассмотрим различные формулировки интегральной тео-
ремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного поля, заданного це-
лого веса. Тем самым достигается распространение известной интегральной формулы
Стокса на случай псевдотензоров. Последнее обстоятельство позволяет использовать,
указанное обобщение для микрополярных континуумов. Исследование существенно
опирается на класс специальных координатных систем, характеризуемых условием

e2 =
[2]
1 , где e � фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр.

2. Ориентация M-многообразия. Псевдотензоры целого веса. Тензор-
ный и псевдотензорный элементы объема. В данной работе мы не будем вос-
производить определение и свойства псевдотензоров. Подробное изложение алгебры
псевдотензоров можно найти в руководствах по тензорному анализу [2, 3, 9] и в ста-
тьях [5,10]. В дальнейшем изложении сверху корневого символа относительного тензо-
ра в квадратных скобках будем отмечать его вес. Нулевой вес, присущий абсолютным
тензорам, не отражается нами в обозначениях.

В N -мерном “плоском” пространстве выберем криволинейную систему координат
xk (k = 1, 2, . . . , N). Будем называть M -многообразием � многообразие (поверхность)
математической размерности M (M  N), погруженное в указанное внешнее про-
странство. Рассмотрим два репера с различными угловыми точками xk и xk и кон-
цевыми точками xk + d

c
xk и xk + d

c
xk. Тогда внешние координаты векторов первого и

второго реперов будут d
c
xk и d

c
xk соответственно. Ориентируемые многообразия имеют

исключительное значение в микрополярных теориях механики континуума [4]. Ясно,
что ориентация репера в точке микрополярного тела задается нумерацией реперных
направлений. При перестановке двух номеров реперных направлений ориентация все-
го репера изменяется на противоположную, т.е. правоориентированный репер стано-
вится левоориентированным. В механике континуума ориентацию базисного репера
удобно задавать фундаментальным ориентирующим скаляром e [5,10]. В трехмерном
пространстве e определяется смешанным произведением базисных векторов

e =
[+1]
e = dı

1
, ı
2
, ı
3
c = (ı

1
⇥ ı

2
) · ı

3
. (1)

Обратим внимание, что псевдоскаляр (1) с точностью до знака совпадает с объемом
параллелепипеда построенного на векторах ı

a
. Нетрудно показать, что

e2 = g. (2)
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Ясно, что e >
[+1]
0 для правоориентированной координатной системы, e <

[+1]
0 для лево-

ориентированной координатной системы.
Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет легко

преобразовывать псевдотензоры произвольного веса W в абсолютные тензоры. Вве-
дем тензор T согласно

T = e�W
[W ]

T . (3)
Сравнивая веса, приходим к заключению о том, что T является абсолютным тен-

зором. В дальнейшем изложении у фундаментальных символов, таких как ✏ и e, ука-
зание на их вес будем опускать.

Ковариантная производная относительного тензора T lm···n
ij···k веса W вычисляется по

аналогии с соответствующей операцией для обычных тензоров [2, 3, 9, 10]:

rp

[W ]

T lm···n
ij···k = @p

[W ]

T lm···n
ij···k +

[W ]

T sm···n
ij···k �l

sp + · · ·+
[W ]

T lm···s
ij···k �

s
ip�

� �l
sp

[W ]

T lm···n
sj···k � · · ·� �l

sp

[W ]

T lm···n
ij···s �W

[W ]

T lm···n
ij···k �s

sp.

(4)

В частности для псевдоскаляра ковариантная производная примет вид

rp

[W ]

T = @p
[W ]

T �W
[W ]

T �s
sp, (5)

где

�s
sp =

@pe

e
.

Учитывая свойства символов Кристоффеля �s
sp и соотношение (2) получим выраже-

ние для ковариантной производной (5)

rp

[W ]

T = @p
[W ]

T � e�1W
[W ]

T @pe. (6)

Пусть, рассматриваемое дифференцируемое M -многообразие, можно задать его
Гауссовой (intrinsic) параметризацией u↵ (↵ = 1, 2, . . . ,M)

xk = xk(u1, u2, . . . , uM ). (7)

В формуле (7) xk являются внешними координатами для M -многообразия, а u↵ �
внутренними.

Разобьем M -многообразие на систему M -ячеек (M -cell). Каждая M -ячейка зада-
ется угловым репером, который характеризуется угловой вершиной (c внешними ко-
ординатами xk и внутренними координатами u↵ ) и концевыми точками репера, име-
ющими внутренние координаты

u↵ + d
c
u↵, ↵ = 1, 2, . . . ,M (8)

и внешние координаты
xk + d

c
xk, k = 1, 2, . . . , N, (9)

где индекс шрифта “фрактур” c нумерует реперные направления (c = 1, 2, . . . ,M).
С внешней (пространственной) точки зрения направления рассматриваемого репера
задаются абсолютными контравариантными векторами

d
1
xk, d

2
xk, . . . , d

M
xk, k = 1, 2, . . . , N. (10)
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Тензорный элемент объема M -ячейки определим согласно формуле

d⌧ i1i2...iM = M !d
1
x[i1d

2
xi2 · · · d

M
xiM ]. (11)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы по которым выполняется антисим-
метризация.

Учитывая следующую формулу для дифференциалов внешних координат вдоль
реперных направлений M -ячейки

d
b
xk = (@↵x

k)d
b
u↵, (12)

соотношение (11) можно записать в виде [3, c. 256–257]

d⌧ i1i2...iM = ✏↵1↵2...↵M@↵1x
i1@↵2x

i2 · · · @↵MxiMdet(d
b
u�). (13)

Последний множитель в (13) называется внутренним (intrinsic) объемом M -ячейки.
Пользуясь представлением о внутреннем объеме M -ячейки, можно построить алго-
ритм, ориентирующий M -многообразие (детали имеются в книге [3]).

Если элементарные M -ячейки нарезаны с помощью координатных поверхностей
u↵ = c↵, то для случая M = N получим

d⌧ i1i2...iN =
[�1]

d⌧ 12...N ✏i1i2...iN , (14)

где
[�1]

d⌧ 12...N � естественный элемент объема, представляющий собой псевдоскаляр
веса �1, который определяется, следующим образом

[�1]

d⌧ 12...N = det(@↵x
k)du1du2 · · · duN = dx1dx2 · · · dxN . (15)

3. Обобщенная псевдотензорная формулировка интегральной теоремы
Стокса. Важную роль в механике и термомеханике континуума, особенно при фор-
мулировке законов сохранения, играют теоремы преобразования интегралов. Для
любого дифференцируемого асимметричного ковариантного поля Ai1i2...iM�1 можно
сформулировать теорему Стокса [3, p. 269]

Z
@iMAi1i2...iM�1d⌧

i1i2...iM =

I

@

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM�1 , (16)

где d⌧ i1i2...iM вычисляется с использованием внутренней параметризации u1, u2, . . . ,
uM , а d⌧ i1i2...iM�1 с использованием внутренней параметризации eu1, eu2, . . . , euM�1. От-
метим, что в формулировке (16) подразумевается, что поле Ai1i2...iM�1 может вообще
не иметь тензорной природы. В силу этого, теорема Стокса в равной мере будет спра-
ведлива и для псевдотензорного поля целого веса W

Z
@iM

[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM =

I

@

[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM�1 . (17)
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Инвариантный (абсолютно инвариантный) интеграл на ориентируемом M -

многообразии для ковариантного псевдотензорного поля
[W ]

Ai1i2...iM�1 веса W записы-
вается в форме Z [W ]

Ai1i2...iM e�Wd⌧ i1i2...iM . (18)

Подчеркнем, что интеграл (18) является абсолютным инвариантом.
Теорему (16) можно сформулировать в следующем виде

Z
@iM

⇣[W ]

Ai1i2...iM�1e
�W

⌘
d⌧ i1i2...iM =

I

@

[W ]

Ai1i2...iM�1e
�Wd⌧ i1i2...iM�1 , (19)

где в круглые скобки заключено абсолютное тензорное поле.
Очевидно, что подинтегральное выражение в (19) можно преобразовать следующим

образом:

@iM

⇣
e�W

[W ]

Ai1i2...iM�1

⌘
= �We�W @iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM�1 + e�W@iM
[W ]

Ai1i2...iM�1 . (20)

Подставляя (20) в (19), получим

�
Z

We�W @iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM+

+

Z
e�W@iM

[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM =

=

I

@

[W ]

Ai1i2...iM�1e
�Wd⌧ i1i2...iM�1 . (21)

С другой стороны, в (19) подынтегральное выражение в интеграле слева, при учете
того, что

d⌧ i1i2...iM = d⌧ [i1i2...iM ] (22)
преобразуется следующим образом

@iM

⇣[W ]

Ai1i2...iM�1e
�W

⌘
d⌧ i1i2...iM =

= @[iM

⇣[W ]

Ai1i2...iM�1]e
�W

⌘
d⌧ i1i2...iM =

= r[iM

[W ]

Ai1i2...iM�1]

eW
d⌧ i1i2...iM . (23)

Учитывая свойство фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, т.е. его ко-
вариантное постоянство

rie
m =

[m]
0 (m = 0,±1,±2, · · · ).

Соотношение (23) преобразуется к виду

r[iM

[W ]

Ai1i2...iM�1]

eW
d⌧ i1i2...iM = e�Wr[iM

[W ]

Ai1i2...iM�1]d⌧
i1i2...iM . (24)
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Теорема Стокса (19) записывается следующим образом
Z

e�Wr[iM

[W ]

Ai1i2...iM�1]d⌧
i1i2...iMd⌧ i1i2...iM =

I

@

e�W
[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM�1 , (25)

что еще раз подтверждает справедливость формулировки (17).
Сравнивая формулировки теоремы Стокса (21) и (25) приходим к выводу, что

Z
e�W @iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM�1d⌧
i1i2...iM = 0. (26)

Последнее соотношение заведомо будет выполнено, если

@iM e =
[+1]
0 (iM = 1, 2, . . . , N). (27)

Полученное условие (27) мы будем интерпретировать, следуя статье [16], как выбор
специальных систем координат, характеризуемых условием

p
g =

[+1]
1 (28)

или более широким условием, учитывающем левостороннюю и правостороннюю ори-
ентацию системы координат,

e = ±
[+1]
1 . (29)

Это оказывается существенным в механике гемитропных микрополярных сред, ко-
гда определяющие тензоры чувствительны к изменениям ориентации пространства.

Подчеркнем, что при e = �
[+1]
1 возникает неоднозначность вычисления степени e�W .1

Последнее означает, что псевдотензоры не могут иметь дробно-рационального веса.

Отметим, что ограничение p
g =

[+1]
1 часто используется не только в астрономии и

теории относительности [17], но и в механике деформируемого твердого тела [18]. В

монографии [17, с. 135–142] условие pg =
[+1]
1 используется при выводе уравнения тяго-

тения в 4-пространстве–времени, что существенно упрощает уравнения теории поля.
В монографии [18] условие (28) используется в процессе разделения изостатических
координат в основных уравнениях математической теории пластичности.

Заключение. В настоящей работе рассматриваются различные формулировки
интегральной теоремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного
поля, заданного целого веса.

(1) Обсуждаются понятия ориентируемого многобразия и континуума, играющие
важную роль в микрополярной теории упругости. В особенности это касается
теории гемитропных упругих сред.

(2) В статье приведено обсуждение фундаментальных тензоров, характеризую-
щих метрические и ориентационные свойства трехмерного пространства. Об-
суждается представление о фундаментальном ориентирующем псевдоскаляре.

(3) Приводится правило перехода от псевдотензоров к абсолютным, характерное
для микрополярных теорий.

1Например, если e = !
[+1]

1 и W =
1
2
, то eW =

[+1/2]

i , что невозможно, оставаясь в рамках веществен-
ной схемы построения теории.
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(4) Вводятся понятия тензорного и псевдотензорного элемента объема (площади)
M -ячейки.

(5) Обобщенная псевдотензорная формулировка интегральной теоремы Стокса
уточняется для класса специальных координатных систем, характеризуемых

условием e2 =
[2]
1 .
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E. V. Murashkin, Yu. N. Radayev

THE GENERALIZED STOKES INTEGRAL THEOREM FOR A COVARIANT
PSEUDOTENSOR FIELD

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. Oriented continua play an important role in the micropolar theory of elasticity, all
realizations of which are possible only within the framework of the pseudotensor formalism and
the orientable manifold concept. This especially concerns the theory of micropolar hemitropic
elastic media. In this paper, we consider various formulations of the Stokes integral theorem for
an asymmetric covariant pseudotensor field of a given weight. This extends the well-known Stokes
integral formula to the case of pseudotensors. The latter circumstance makes it possible to use the
manifistated generalization for micropolar continua. The study relies heavily on the class of special
coordinate systems.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, micropolar hemitropic continuum,
M -cell, frame, Stokes theorem
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