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Аннотация. В работе приводится доказательство теоремы существования и единственности
аналитического решения класса нелинейных дифференциальных уравнений третьего поряд-
ка, правая часть которого представлена полиномом шестой степени, в комплексной области.
Расширен класс рассматриваемых уравнений за счет новой замены переменных. Получена
априорная оценка аналитического приближенного решения. Представлен вариант численно-
го эксперимента оптимизации априорных оценок с помощью апостериорных.
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Введение. Следует отметить, что нелинейные дифференциальные уравнения имеют
приложения в разных областях: гидродинамике [1]; в задачах устойчивости свободного
падения авторотирующего тела в сопротивляющейся среде [2]; в задачах физики при
определении времени задержки сверхизлучательной бозонной лавины [3]; в задачах
строительной механики [4–8]; в механике [9,10]; при расчетах атомных реакторов [11];
в нелинейной диффузии [12]. Авторы работы [13] в качестве основы математической
модели волнового процесса в эластичной балке рассматривают неявное дифференци-
альным уравнением (1) с краевыми условиями (2).

u000(t) + f(t, u(t)) = 0, (1)

0  t  1, u(0) = u0(0) = u0(1) = 0. (2)
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В зависимости от структуры указанной функцииf (t, u (t)) уравнение (1) может
иметь линейную структуру относительно искомой функции. В этом случае тогда труд-
ностей в его решении не возникает,можно воспользоваться классическим методом ре-
шения. В случае функции f (t, u (t)) нелинейной относительно u(t), предлагаемый
метод верхних и нижних границ не имеет обоснования. В этом случае препятстви-
ем для применяемого метода, являются подвижные особые точки нелинейного урав-
нения. Вторым недостатком является отсутствие формул для расчета области дей-
ствия метода. В этой ситуации, в работе [14] предложен вариант решения нелинейного
дифференциального уравнения (1) для вещественной области. В данной работе авто-
ры предлагают вариант обобщения этих результатов на комплексную область. При
проведении исследования, применяя новую замену переменных, удалось существен-
но расширить класс, рассматриваемых в работе [14], нелинейных дифференциальных
уравнений. Отметим публикации [15–21], в которых применяемый математический
аппарат успешно апробирован на других классах нелинейных дифференциальных
уравнений, как в вещественной, так и комплексной областях. Предложенный в ра-
боте подход позволяет доказать как существование и единственность решения, так
и получить формулу для области действия теоремы, а также построить структуру
аналитического приближенного решения рассматриваемой задачи.

Результаты исследования и их обсуждение. Представленное дифференци-
альное уравнение
y000 = a0(z) · y6 + a1(z) · y5 + a2(z) · y4 + a3(z) · y3 + a4(z) · y2 + a5(z) · y1 + a6(z), (3)

приводится заменой переменной

y = 5

r
1

a0
· g(z)� a1(z)

6 · a0
, (4)

к нормальной форме
g000 = g6 + (r(z)), (5)

при условиях:
8
>><

>>:

a0(z) = a0 = const 6= 0,

a2(z) =
5a21(z)
4a0

, a3(z) =
�55a31(z)

54a20
, a4(z) =

145a41(z)
432a30

, a5(z) = �624a51(z)+870a0a41(z)
1296a40

,

r(z) =
a0001 (z)
6·a0 +

4439a61(z)
46656a50

+
870a51(z)
7776a40

+ a6(z).

(6)

Рассмотрим задачу Коши
y000 = y6 + r(z), (7)

y(z0) = y0, y0(z0) = y1, y00(z0) = y2, (8)
Теорема 1. Если выполняются условия:

1) r(z) 2 C1 в области |z � z0| < ⇢1, 0 < ⇢1 = const;

2) 9Mn : |rn(z0)|
n!  Mn, Mn = const, n = 0, 1, 2, ...

(9)

то решение задачи Коши (7)–(8) представимо в виде:

y(z) =
1X

0

Cn(z � z0)
n, (10)

где, ⇢2 = min{⇢1, 1
3
p

(M+1)5
}, M = max{|y0|, |y1|, |y2|, sup |rn(z0)|

n! } , n = 0, 1, 2, ....
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Доказательство. Согласно условию теоремы имеем

r(z) =
1X

0

Bn · (z � z0)
n. (11)

Подставим (10), (11) в (7) и получим:

1X

0

Cn · n · (n� 1) · (n� 2) · (z � z0)
n�3 =

1X

0

С⇤⇤⇤
n (z � z0)

n +
1X

0

Bn(z � z0)
n, (12)

1P
0
C⇤
n =

nP
0
Ci · Cn�i,

1P
0
C⇤⇤
n =

nP
0
C⇤
i · C⇤

n�i,
1P
0
C⇤⇤⇤
n =

1P
0
C⇤
i ·

1P
0
C⇤⇤
n�i, где n=0,1,2. . . .

Из формулы 12 следует рекуррентная формула для однозначного определения ко-
эффициентов Cn:

Сn(n(n� 1)(n� 2)) = C⇤⇤⇤
n�3 +Bn�3, (13)

C3 =
1

6
· (C6

0 +B0), C4 =
1

24
· (C6

0 +B0), C5 =
1

60
(15C4

0C
2
1 + 6C5

0C2 +B2),

C6 =
1

120
(30C4

0C1C2 + 18C3
0C

3
1 + 6C5

0C3 +B3) 
1

2
(M + 1)6, ....,

где С0, С1, С2 – определяются начальными условиями.
Коэффициенты Cn получены с помощью программного комплекса Maple. На основе

полученных выше выражений выдвигаем гипотезу оценок коэффициентов Cn:

|C3k| 
(M + 1)5k+1

3k(3k � 1)(3k � 2)
, |C3k+1| 

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
, |C3k+2| 

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
.

Продемонстрируем технологию доказательство оценок в случае n = 3k :

|C3k+3| 
(M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
. (14)

Из (13) следует:

|Cn+1| =
����
C⇤⇤⇤
n�2 +Bn�2

n(n+ 1)(n� 1)

����) |C3k+3| =
����

(С⇤⇤⇤
3k�2 +B3k�2)

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

���� =

=

�����
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
(
3k+1X

i=0

C⇤⇤
3k+1�i ⇥ C⇤

i +B3k�2)

����� =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

������
(
3k+1X

i=0

(
3k+1�iX

j=0

C⇤
3k+1�i�j ⇥ C⇤

j
)⇥ C⇤

i +B3k�2)

������
=

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

������
(
3k+1X

i=0

(
3k+1�iX

j=0

(
3k+1�i�jX

l=0

C3k+1�i�j�l ⇥ Cl)C
⇤
j
)⇥ C⇤

i +B3k�2)

������
=

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

·

������
(
3k+1X

i=0

(
3k+1�iX

j=0

(
3k+1�i�jX

l=0

C3k+1�i�j�l ⇥ Cl) · (
l�jX

l=1

Cl · Cj�l)) · (
iX

m=1

Cm · Ci�m) +B3k�2)

������

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 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

������
(
3k+1X

i=0

(
3k+1�iX

j=0

(
3k+1�i�jX

l=0

(M + 1)5k+1�i�j�l

(3k + 1)3k(3k � 1)
·

· (M + 1)l

l⇤(l � 1)⇤(l � 2)⇤
) · (M + 1)j

j⇤(j � 1)⇤(j � 2)⇤
) ·

iX

m=0

Ci�mCm +B3m�2

����� 

 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

������
(
3k+1X

i=0

(
3k+1�iX

j=0

(
(M + 1)5k+1�i

1
·
 

3k+1�i�jX

l=0

1

(3k + 1� i� j � l)⇤
·

· 1

(3k + 1� i� j � l)⇤(3k + 1� i� j � l � 2)⇤ · l⇤(l � 1)⇤(l � 2)⇤

◆
·

· 1

j⇤(j � 1)⇤(j � 2)⇤
)

iX

m=0

Ci�mCm +B3m�2

����� 

 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

������

0

@
3k+1X

i=0

0

@
3k+1�iX

j=0

✓
(M + 1)5k+1�i�j

1
·

· 1(3k + 1� i� j + 1)

(3k + 1� i� j)⇤(3k + 1� i� j � 1)⇤(3k + 1� i� j � 2)⇤2
· (M + 1)j

j⇤(j � 1)⇤(j � 2)⇤
)·

·
iX

m=0

Ci�m · C m +B3m�2| 
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

�����(
3k+1X

i=0

((M + 1)5k+1�i·

(
3k+1�iX

j=0

· 1

(3k + 1� i� j � 1)⇤(3k + 1� i� j � 1)⇤j⇤(j � 1)⇤(j � 2)⇤
)·

·
iX

k=0

Ci�kCk +B3k�2

����� 
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

·

�����(
3k+1X

i=0

(M + 1)5k+1�i (3k + 1� i+ 1)

(3k + 1� i)(3k + 1� i� 2)2
)·

iX

k=0

Ci�k · Ck +B3k�2

����� 

 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

�����(
3k+1X

i=0

(M + 1)5k+1�i

(3k + 1� i)

(
iX

k=0

(M + 1)k(M + 1)i�k+1

k⇤(k � 1)⇤(k � 2)⇤(i� k)(i� k � 1)(i� k � 2)(i� 2)⇤
))+

+B3k�2| 
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

�����(
3k+1X

i=0

(M + 1)5k+2

(3k + 1� i� 2)⇤(i� 1)⇤(i� 2)⇤
) +B3k�2

����� 

 (M + 1)5k+2

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
+M  (M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
,

где

i⇤ =

⇢
1, i = 0
i, i = 1, 2, 3...

, (i� 1)⇤ =

⇢
1, i = 1
(i� 1), i = 0, 2, 3...

,
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l⇤ =

⇢
1, l = 0
l, l = 1, 2, 3...

(l � 1)⇤ =

⇢
1, l = 1
(l � 1), l = 0, 2, 3...

,

k⇤ =

⇢
1, k = 0
k, k = 1, 2, 3...

(k � 1)⇤ =

⇢
1, k = 1
(k � 1), k = 0, 2, 3...

,

j⇤ =

⇢
1, j = 0
j, j = 1, 2, 3...

(j � 1)⇤ =

⇢
1, j = 1
(j � 1), j = 0, 2, 3...

,

(3k + 1� i� j � l)⇤ =

⇢
1, l = 3k + 1� i� j
3k + 1� i� j � l, l 6= 3k + 1� i� j

,

(3k + 1� i� 2)⇤ =

⇢
1, i = 3k + 1
i 6= 3k + 1

,

(3k + 1� i� j � l � 1)⇤ =

⇢
1, l = 3k � i� j
3k + 1� i� j � l � 1, l 6= 3k � i� j

,

(3k + 1� i� j � l � 2)⇤ =

⇢
1, l = 3k + 1� i� j
3k + 1� i� j � l � 2, l 6= 3k + 1� i� j

,

(3k + 1� i� j)⇤ =

⇢
1, j = 3k + 1� i
3k + 1� i� j, j 6= 3k + 1� i

(3k + 1� i� j � 1)⇤ =

⇢
1, j = 3k � i
3k + 1� i� j � 1, j 6= 3k � i

,

(3k + 1� i� j � 2)⇤ =

⇢
1, j = 3k + 1� i
3k + 1� i� j � 2, j 6= 3k + 1� i

.

Оценки для вариантов n = 3k + 1, n = 3k + 2 получаем аналогичным образом.
Для ряда (13) составляем мажорирующий ряд
1X

0

Vn(z � z0)
n =

1X

k=1

V3k(z � z0)
3k +

1X

k=1

V3k+1(z � z0)
3k+1 +

1X

k=1

V3k+2(z � z0)
3k+2 (15)

Ряды в правой части (15) является сходящимися в области, определяемой форму-
лой:

|z � z0| 
1

3
p
(M + 1)5

.

В конечном итоге, для решения (10)) получаем область сходимости, при этом

⇢2 = min{⇢1,
1

3
p
(M + 1)5

}.

Теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение:

yN (z) =
NX

0

Cn(z � z0)
n. (16)

Теорема 2. В предположении пунктов 1 и 2 теоремы 1, для аналитического при-
ближенного решения (16) задачи (7)-(8) в области |z � z0| < ⇢2 верна оценка :

�yN (z)  M(M + 1)
5(N+1)

3 |z � z0|N+1

1�M(M + 1) |z � z0|3
·
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·
✓

1

N(N � 1)(N + 1)
+

|z � z0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|z � z0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

◆
,

при N + 1 = 3k,

�yN (z)  M(M + 1)
5N
3 |z � z0|N+1

1�M(M + 1) |z � z0|3
·

·
✓

1

N(N � 1)(N � 2)
+

|z � z0|
N(N � 1)(N + 1)

+
|z � z0|2

N(N + 1)(N + 2)

◆
,

если N+1=3k+1, а для варианта N+1=3k+2 будем иметь оценку:

�yN (z)  M(M + 1)
5(N�1)

3 |z � z0|N+1

1�M(M + 1) |z � z0|3
·

·
✓

1

(N � 1)(N � 2)(N � 3)
+

|z � z0|
N(N � 1)(N � 2)

+
|z � z0|2

N(N � 1)(N + 1)

◆
,

где

⇢2 = min{⇢1,
1

3
p
(M + 1)5

}, 0 < ⇢2 = const,

M = max{|y0|, |y1|, |y2|, sup
|r(n)(z0)|

n!
}, n = 0, 1, 2...

Доказательство. Проведем рассуждения случае N + 1 = 3k. Классический подход, с
учетом оценок для Cn позволяет получить:

�yN (z) = |y(z)� yN (z)| =

�����

1X

N+1

Cn(z � z0)
n

����� =

=

�����

1X

N+1

Cn(z � z0)
n| 

�����

1X

N+1

C3k(z � z0)
3k
���+

�����

1X

N+1

C3k+1(z � z0)
3k+1

���+

+

�����

1X

N+1

C3k+2(z � z0)
3k+2

��� 
1X

N+1

(M + 1)5k

3k(3k � 1)(3k � 2)
|z � z0|3k+

+
1X

N+1

(M + 1)5k

3k(3k � 1)(3k + 1)
|z � z0|3k+1 +

1X

N+1

(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|z � z0|3k+2 

 (M + 1)5k

3k(3k � 1)(3k � 2)
|z � z0|3k

1X

k=1

(1 +M(M + 1)5k|z � z0|3k)+

+
(M + 1)5k

3k(3k � 1)(3k + 1)
|z � z0|3k+1

1X

k=1

(1 +M(M + 1)5k|z � z0|3k)+

+
(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|z � z0|3k+2

1X

k=1

(1 +M(M + 1)5k|z � z0|3k) =

=
(M + 1)5k

1�M(M + 1)|z � z0|3k
|z � z0|3k·

·
✓

1

3k(3k � 1)(3k � 2)
+

|z � z0|
3k(3k � 1)(3k + 1)

+
|z � z0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

◆
=
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=
(M + 1)

5(N+1)
3 · |z � z0|N+1

1�M(M + 1) · |z � z0|3
·

·
✓

1

N(N � 1)(N + 1)
+

|z � z0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|z � z0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

◆
,

в случае N � 3.
По аналогии доказываем структуру оценки для вариантов N + 1 = 3k + 1,

N + 1 = 3k + 2 в области |z � z0| < ⇢2, где, ⇢2 = min{⇢1, 1
3
p

(M+1)5
}, M =

= max{|y0|, |y1|, |y2|, sup |rn(z0)|
n! } , n = 0, 1, 2, ....

Пример. Для задачи Коши (6)-(7), z0 =0; y(z0) = y0 = 0, 7 + i; y0(z0) = y1 = 1 + i;
y” (z0) =y2 =0,5i; r(z)=0.

На основании исходных данных M = 20,5, в приближенном решении (16) N = 6,
радиус

⇢2 = 0, 230165658; z1 = 0, 15 + 0, 17i; z1 2 |z � z0| < ⇢2.

Числовые характеристики аналитического приближенного решения рассматриваемо-
го примера представлены в таблице 1.

z1 y6(z1) �y5(z1) �1

0,15+0,17i 0,6506166+1,3223273i 0.00522 0.00007

Таблица 1. Расчеты аналитического приближенного решения

Обозначения: y6(z1) - приближенное решение; �y6(z1) - апостериорная погреш-
ность; �1 - априорная погрешность. Для �1 = 0.00007 на основании теоремы 2 име-
ем N = 17. Слагаемые с N = 7 по 17 в общей сумме, меньше заданной точности
" = 7 · 10�5. Следовательно, приближенное решение y5(z1) будет иметь погрешность
" = 0.00007.

Заключение. В статье авторами дано теоретическое обоснование применение раз-
работанного метода аналитического приближенного решения к рассматриваемому
классу нелинейных дифференциальных уравнений. Теоретические результаты под-
тверждены численным экспериментом. Априорная погрешности аналитического при-
ближенного решения оптимизирована с помощью апостериорной.
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ANALYTICAL SOLUTION OF A CLASS OF NONLINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF THE THIRD ORDER IN THE COMPLEX AREA

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. The article presents a proof of the theorem of the existence and uniqueness of
the analytical solution of the class of nonlinear differential equations of the third order, with a
polynomial right-hand side of the sixth degree, in the complex domain. The class of the considered
equations has been extended by means of a new change of variables. An a priori estimate of the
analytical approximate solution is obtained. A variant of the numerical experiment of optimizing
a priori estimates using a posteriori estimates is presented.
Keywords: Existence and uniqueness, analytical solution, nonlinear differential equation, a priori
estimation, a posteriori estimation.
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