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Аннотация. В работе рассматриваются экспериментальные диаграммы деформирования бе-
тонов марок B10, B30, B50. Методом наименьших квадратов приведены аппроксимации диа-
грамм деформирования полиномами второго и третьего порядка. Указанные расчеты выпол-
нены как для случая одинаковых коэффициентов для зон растяжения и сжатия, так и раз-
личных. Приведен алгоритм решения задачи продольно-поперечного изгиба балки в случае
использованных данных аппроксимаций диаграмм.
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Направим ось OX вдоль оси балки, ось OZ вертикально вверх, начало координат
поместим на нижнюю грань балки. Рассмотрим трехслойную бетонную балку, име-
ющую однотавровое поперечное сечение (рис. 1), которое одинаковое вдоль всей ее
длины, причем ось OZ являются осью симметрии для рассматриваемого сечения.

Обозначим через h1, h2, h3 – высоты соответственно первого, второго и третье-
го слоя, номера соответствующий слоев обозначим на рисунке римскими цифрами,
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причем примем h0 = 0. Длины слоев в перечном сечении для рассматриваемого од-
нотаврового поперечного сечения примем равными 2b1, 2b2, 2b2 для соответствующих
слов.
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Рис. 1. Поперечное сечение трехслойной балки

Обозначим через �+⇤ , ��⇤ пределы прочности бетона, "+⇤ , "�⇤ – предельные деформа-
ции предразрушения, E+, E� – начальные модули упругости бетона соответственно
при растяжении и сжатии.

На диаграмме деформирования бетона отметим характерные точки D�, C�, C+,
C+. Участки C�OC+ будут соответствовать участкам сохранения сплошности, а
участки D�, C� и С+, D+ соответствуют участкам нарушения сплошности сопро-
вождающихся интенсивными процессами трещинообразования.

Значение указанных точек по результатам экспериментов [1, 2] для бетонов марок
B10, B30, B50 приведены в таблицах 1, 2. В указанной таблице и дальнейшем во всех
расчетах все величины, имеющие размерность напряжения будем относить к пределу
прочности ��⇤ бетона B10 при сжатии. Все величины имеющие размерность длины
будем относить к длине балки l. Через C обозначим относительную стоимость бетона
по отношению к бетону марки B10.

Марка бетона C ��⇤ ��⇤⇤ "�⇤ , 10�2 "�⇤⇤, 10�2 E�

B10 1 1 0,35 0,2 0,35 2379
В30 1,23 2,91 2,14 0,2 0,3 4304
В50 1,45 4,8 4,38 0,2 0,25 5160

Таблица 1. Значения физических параметров бетонов

Закон деформирования бетона для каждого из слоя будем принимать в виде ап-
проксимации полиномом второго или третьего порядка [3, 4].

В дальнейших расчетах можно использовать для аппроксимации диаграммы де-
формирования бетона � = f(") для зон растяжения и сжатия одни и те же функции
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Марка бетона �+⇤ �+⇤⇤ "+⇤ , 10�2 "+⇤⇤, 10�2 E+

B10 0,11 0,08 0,015 0,02 2358
В30 0,24 0,19 0,015 0,02 4258
В50 0,3 0,28 0,015 0,02 5109

Таблица 2. Значения физических параметров бетонов
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Рис. 2. Диаграмма деформирования бетона

с одними и те же коэффициентами. Тогда для случая полинома второго порядка ап-
проксимация диаграммы будет иметь вид (1), а в случае полинома третьего порядка
(2).

�i = A2
1i"+A2

2i"
2, (1)

�i = A3
1i"+A3

2i"
2 +A3

3i"
3, (2)

где коэффициенты A2
1i, A

2
2i, A

3
1i, A

3
2i, A

3
3i можно определить из реальных диаграмм

растяжения-сжатия бетонов.
В случае если использовать для зон растяжения и сжатия одни и те же функции,

но с различными коэффициентами, тогда аппроксимации будут иметь вид (3), (4).

�±i = A2±
1i "+A2±

2i "
2, (3)

�±i = A3±
1i "+A3±

2i "
2 +A3±

3i "
3, (4)

где знаки �+� и �–� соответствуют зонам растяжения и сжатия соответственно.
Примеры расчета указанных коэффициентов, используя результаты эксперимен-

тов [1, 2], для аппроксимаций (3), (4) методом наименьших квадратов приведены в
таблицах 3, 4.
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Марка бетона A3+
1 A3+

2 A3+
3 A2+

1 A2+
2

B10 3864,57 �4, 4 ⇤ 107 1, 57 ⇤ 1011 2379,41 �1, 14 ⇤ 107
В30 7770,69 �8, 55 ⇤ 107 2, 99 ⇤ 1011 4920,89 �2, 31 ⇤ 107
В50 11578,48 �1, 38 ⇤ 108 5, 03 ⇤ 1011 6844,36 �3, 44 ⇤ 107

Таблица 3. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (3), (4)

Марка бетона A3�
1 A3�

2 A3�
3 A2�

1 A2�
2

B10 2318,2 1, 82 ⇤ 106 4, 59 ⇤ 108 1532,63 542483.2160
В30 6052,14 4, 62 ⇤ 106 1, 17 ⇤ 109 4074,12 1, 35 ⇤ 106
В50 10793,97 8, 44 ⇤ 106 2, 15 ⇤ 109 6997,58 2, 4 ⇤ 106

Таблица 4. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при сжатии полиномами второго и третьего порядка для соотношений (3), (4)

Аналогичные расчеты коэффициентов для аппроксимаций (1), (2) методом наи-
меньших квадратов приведены в таблице 5.

Марка бетона A3
1 A3

2 A3
3 A2

1 A2
2

B10 1875,87 1, 17 ⇤ 106 2, 43 ⇤ 108 1493,78 519354,19
В30 4151,89 1, 78 ⇤ 106 2, 1 ⇤ 108 3840,79 1, 22 ⇤ 106
В50 7009,38 3, 01 ⇤ 106 3, 36 ⇤ 108 6495,96 2, 11 ⇤ 106

Таблица 5. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (1), (2)

Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) приведены на рисунках 3, 4, 5.

Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) приведены на рисунках 6, 7, 8.

Рис. 3. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B10
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Рис. 4. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B30

Рис. 5. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B50

Рис. 6. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B10

Рис. 7. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B30

В зависимости от действующих нагрузок и формы поперечного сечения в сечении
(рис. 1) будут зоны растяжения и сжатия, которые будут разделены нейтральной
линией, положение которой будет определяться координатой z1.
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Рис. 8. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B50

Рассмотрим случай, когда связь напряжений и деформаций описывается зависи-
мостями (1), т.е. будем полагать,что для описания законов деформирования будут
использоваться одинаковые кривые как для зон растяжения, так и для зон сжатия.

Будем предполагать справедливыми гипотезы Кирхгофа-Лява

"(x, z) = "0(x)� z{y(x), (5)

"0(x) =
du0
dx

, {y(x) =
d2w

dx2
,

где u0(x) – перемещение вдоль отчетной оси OX балки, w(x) – прогиб балки, {y(x) –
кривизна балки.

При z = z1 деформация отсутствует, т.е. "(x, z) = 0, тогда для координаты ней-
тральной линии из (5) получим

z1(x) =
1

{y(x)
"0(x) =

1
d2w
dx2

du0
dx

. (6)

величины продольного усилия и изгибающего момента будут иметь вид

N = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

dz

Z bi

0

�
A2

1i"+A2
2i"

2
�
dy, (7)

M = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

dz

Z bi

0

�
A2

1i"+A2
2i"

2
�
zdy. (8)

Используя выражение для деформаций через кривизну (5), соотношения (7), (8)
примут вид

N = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

dz

Z bi

0

⇣
A2

1i ("0(x)� z{y(x)) +A2
2i ("0(x)� z{y(x))

2
⌘
dy,

M = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

dz

Z bi

0

⇣
A2

1i ("0(x)� z{y(x)) +A2
2i ("0(x)� z{y(x))

2
⌘
zdy.

Указанные соотношения перепишем в виде
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N = B1"0(x) +B2{y(x) +B3"
2
0(x) +B4"0(x)y(x) +B5

2
y(x), (9)

где

B1 = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
1ibidz, B2 = �2

3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
1ibizdz, B3 = 2

3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibizdz,

B4 = �2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibizdz, B5 = 2

3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibiz

2dz,

M = C1"0(x) + C2{y(x) + C3"
2
0(x) + C4"0(x)y(x) + C5

2
y(x), (10)

где

C1 = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
1ibizdz, C2 = �2

3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
1ibiz

2dz, C3 = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibiz

2dz,

C4 = �2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibiz

2dz, C5 = 2
3X

i=1

Z hi

hi�1

A2
2ibiz

3dz.

Уравнения равновесия имеют вид

dN

dx
= �q1 (x),

d2M

dx2
= q0'(x), Q =

dM

dx
, (11)

где q0, q1 – амплитуды поперечной и продольной нагрузок, '(x), (x) – некоторые
функции определяющие распределение нагрузок по длине балки.

Если поставленная задача является статически определимой, тогда величины про-
дольного усилия N и изгибающего момента M являются известными функциями –
N1(x) и M1(x) соответственно.

Тогда получим систему для определение перемещений u0(x), w0(x)

B1
du0
dx

+B2
d2w

dx2
+B3

✓
du0
dx

◆2

+B4
du0
dx

d2w

dx2
+B5

✓
d2w

dx2

◆2

= N1(x), (12)

C1
du0
dx

+ C2
d2w

dx2
+ C3

✓
du0
dx

◆2

+ C4
du0
dx

d2w

dx2
+ C5

✓
d2w

dx2

◆2

= M1(x),

где начальные условия определяются из условия закрепления балки.
Найденные решения будут справедливы, если деформация не превышает соответ-

ствующих предельных значений �"�⇤ < " < "+⇤ .
В случае статически неопределимой системы выражения (7), (8) необходимо под-

ставить в уравнения равновесия (11). Полученную систему дифференциальных урав-
нений можно решать каким-нибудь численным методом. Примеры решения указан-
ных задач методом Бубнова-Галеркина в математическом пакете Maple приведены в
работах [5–9,9, 10].
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LONGITUDINAL-TRANSVERSE BENDING OF PHYSICALLY NONLINEAR
REINFORCED CONCRETE BEAMS

S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch

of theRAS, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk state technical University, Novosibirsk, Russia

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers experimental deformation diagrams of concrete grades B10, B30,
B50. The approximation of the deformation diagrams by polynomials of the second and third order
is given by the least squares method. The calculations were performed both for the case of the
same coefficients for the zones of tension and compression, and different ones. An algorithm for
solving the problem of longitudinal-transverse bending of a beam in the case of the used data of
approximations of diagrams is given.

Keywords: beam, concrete deformation diagram, longitudinal-transverse bending, static
definability, bending moment, composites
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