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Аннотация. Настоящее исследование посвящено изучению динамического поведения одно-

пролетного низководного моста и оценке возможности детектирования появляющихся в про-

цессе его эксплуатации дефектов. Актуальность работы подтверждается тем, что уровень

воды для низководных мостов не позволяет провести визуальный осмотр и инструменталь-

ное обследование нижней части пролетного строения и ригельных балок опор. Поскольку для

таких мостовых переходов не учитываются возможности пропуска ледохода, высоких вод и

водного транспорта, то в вязкоупругую модель опирания пролетного строения вводятся обоб-

щенные параметры вязкости и упругости, которые могут позволить учесть эти факторы. За

расчетную схему принята балочная система, для описания деформирования которой могут

быть применены уравнения для балки или пластины-полоски, которая может быть усилена

дополнительной конструкцией для увеличения жесткости. В данной работе получены ана-

литические и графические зависимости для геометрических и динамических характеристик

деформирования пролетного строения, с помощью которых можно выполнить оценку эксплу-

атационного состояния моста по собственным частотам колебаний пролетного строения.
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Отличительной особенностью современного состояния дорог регионального, ме-
жмуниципального, местного значения и частных (например, подъездные пути к про-
мышленным предприятиям) дорог по сравнению с дорогами федерального значения
является меньший контроль за скоростным режимом и массо-габаритными характе-
ристиками транспортных средств, а также меньшее внимание со стороны как эксплу-
атирующих организаций, так и со стороны нормативно-правовой документации.

В настоящей работе рассмотрены особенности эксплуатации и мониторинга низко-
водных мостов, которые встречаются чаще всего и встречаются на таких дорогах.
Низководные мосты возводятся для преодоления препятствия не небольшой высоты
над его поверхностью, при этом за основное положение уровня воды может прини-
маться уровень межня, т.е. пролетные строения таких искусственных сооружений мо-
гут затопляться при высоком уровне проходящей воды, чаще всего такие сооружения
имеют временную категорию.

В целом, можно отметить, что низководные мостовые переходы возводятся без уче-
та возможности пропуска ледохода, высоких вод и водного транспорта, чаще всего за
расчетную схему принимают балочную разрезную систему, которая может быть уси-
лена пространственной ферменной конструкцией (рис. 1). В данной работе изучается
возможность оценки эксплуатационного состояния моста по собственным частотам
колебаний пролетного строения, что особенно актуально при диагностике и паспор-
тизации из-за сложностей визуального осмотра конструкций моста с воды [1-3].

В качестве характеристики, изменение которой учитывает изменение состояния
мостового сооружения, предлагается использовать частоту собственных колебаний,
определение изменений в ее величине позволит выявить дефекты, повреждения и от-
ступления от проекта, приводящие к уменьшению несущей способности моста [4,5].
Разработанное математическое и алгоритмическое обеспечение могут быть реализо-
ваны в системах вибродиагностики мостовых переходов, позволяющих не только об-
наруживать и идентифицировать дефекты и неисправности, но и прогнозировать ди-
намику изменения эксплуатационных параметров в любое время года [6,7].

Верхнее строение мостового перехода воспринимает нагрузку от проходящего
транспорта и передает давление от нее на пролетное строение, которая затем че-
рез узлы опирания передает нагрузку на ригельную балку опоры, а через нее и на
стойки-сваи и далее на грунт основания. Для моделирования динамических воздей-
ствий со стороны транспорта и динамического поведения отдельных элементов и все-
го сооружения в целом предполагается использовать вязкоупругие элементы типа
Кельвина-Фойгта, которые, как показали исследования отечественных и зарубежных
исследователей, наилучшим образом описывают изменения во времени параметров
состояния применяемых материалов, конструктивных решений, узлов и окружающей
среды при действии внешней динамической нагрузки [8,9].

При этом считается, что параметры жесткости и вязкости могут меняться в до-
статочно широком интервале значений, позволяя учесть особенности инженерно-
геологических характеристик грунта, материал и конструкцию верхнего строения (до-
рожной одежды), особенности узлов опирания пролета и объем воды в подмостовом
пространстве, непосредственно контактирующей с ригельной частью береговой опоры
[10,11].

Одним из известных подходов в расчете колебаний пролетного строения являет-
ся рассмотрение вязкоупругого взаимодействия двух твердых массивных тел, одним
из которых является часть пролетного строения с приведенной длиной и массой, а
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Рис. 1. Низководный мостовой переход с однопролетной расчетной схемой в виде простран-

ственной фермы.

другим - верхняя часть опоры, на которую через узел специальной конструкции опи-
рается пролет (рис.2).

Система определяющих уравнений, описывающих вертикальные перемещения си-
стемы двух твердых тел, связанных между собой вязкоупругим демпфером типа
Кельвина-Фойгта и одно из которых испытывает воздействие транспортного средства
[8,12], может быть представлена в следующем виде:

m1 (z̈1 + z̈3) +K (ż1 � ż2) + C (z1 � z2) = 0,

m2 (z̈2 + z̈3) +K (ż2 � ż1) + C (z2 � z1) = 0, (1)
здесь m1 и m2 – приведенные массы части пролетного строения и ригельной балки
опоры соответственно, z1 и z2 - координаты центров тяжести фрагмента пролетно-
го строения и ригельной балки опоры относительно верхней точки опорного узла до
начала его деформирования, z3 - координата верхнего сечения опорного узла до его
нагружения относительно инерциальной системы отсчёта, K - коэффициент линейно-
го вязкого сопротивления опорного узла, C - коэффициент жесткости опорного узла,
t0 - время, являющееся переменной интегрирования.
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Рис. 2. Береговая опора балочного пролетного строения с вязкоупругим демпфером типа

Кельвина-Фойгта.

В качестве метода решения системы (1) традиционно используется представле-
ние основных неизвестных перемещений и их производных в пространстве Лапласа
[6,9,13]. Для обратного перехода в пространство оригиналов требуется записать харак-
теристические уравнения и найти параметры p, при которых знаменатель и системные
параметры обращаются в ноль. В случае системы (1) эти соотношения принимают вид:

K · p+ C = 0, (2)

m2 · p2 +K · p+ C = 0, (3)

m1 ·m2 · p4+K · p3 · (2m1+m2)+Cр2 · (2m1+m2)��К2 · р2��К ·С · р�С2 = 0. (4)

Совокупность решений уравнений (2) – (4) можно представить графически в виде
набора точек на действительно-мнимой плоскости, каждая из которых получена при
определенных величинах параметров К и С. Множество точек-решений объединяют-
ся между собой в концентрические кривые, в центре которых расположены полюсы.
Физически полюсы означают равновесные значения параметров вязкости и жестко-
сти для которых требуется определить перемещения взаимодействующих тел и силу
контакта между ними [14,15].

Работа опорного демпфированного узла характеризуется геометрическими (переме-
щение), кинематическими (скорость вертикального перемещения) и динамическими
(вертикальное ускорение) характеристиками. Рассмотрим более подробно функцию
вертикального перемещения [15,16].
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Рис. 3. Графическая зависимость поведения корней характеристических уравнений и систем-

ных множителей (2) – (4) для различных значений параметров вязкости K и упругости C.

Граничные условия для шарнирного опирания пролетного строения можно пред-
ставить в виде (если начало координат будет находиться в середине пролета):

u (�l, 0) = u (l, 0) =
@2u (�l, 0)

@x2
=

@2u (l, 0)

@x2
= 0, (5)

здесь l – полудлина пролетного строения.
В начальный момент времени считаем, что опорные узлы (рис.2) находятся в неде-

формированном состоянии, т.е. к граничным условиям (5) можно присоединить на-
чальные:

u (x, 0) = 0,
@ u (x, 0)

@ t
= 0. (6)

Для описания динамического поведения пролетного строения балочной расчетной
схемы [17,18] часто используют дифференциальное уравнение поперечных колебаний
стержня:

@4u
@x4

= � ⇢

EI

@2u

@t2
+

q (x, t)

EI
, (7)
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здесь ⇢ - погонная масса стержня, Е – модуль упругости материала пролетного стро-
ения, I – момент инерции поперечного сечения балки, q(x,t) – внешняя нагрузка от
экипажей.

Для проверки условия прочности пролетного строения вычисляют наибольшие нор-
мальные (в середине пролета) и касательные напряжения (на опоре):

�⌫ =
M

�
x = l

2

�

1Wnt
 Ry ·m; (8)

⌧⌫ =
Q0 · Sbr

2·Jbrtw
 Rs; (9)

здесь m, ⌫1, ⌫2 – коэффициенты надежности; Ry – расчетное сопротивление материала
пролетного строения изгибу; Rs – расчетное сопротивление материала пролетного
строения срезу; Wnt – момент сопротивления поперечного сечения нетто пролетного
строения; tw – толщина стенки балки; Jbr – момент инерции поперечного сечения
брутто пролетного строения; Sbr – статический момент части поперечного сечения
Sbr = 0,5 · Fbp · yцт, Fbr – площадь сечения брутто пролетного строения; yцт –
ордината центра тяжести половины сечения пролетного строения.

Выбор в качестве одного из основных параметров мониторинга технического состо-
яния мостового перехода частоты собственных колебаний пролетного строения объяс-
няется тем, что данная характеристика отражена в нормативно-правовой документа-
ции по проектированию и эксплуатации искусственных сооружений. При проектиро-
вании мостовых переходов, пролетные строения которых работают по балочной схеме
необходимо, чтобы первая собственная частота вертикальных колебаний, удовлетво-
ряла условиям

f1,min  f1  f1,max, 1.2f1  f1,t , (10)

здесь f1 - первая собственная частота вертикальных колебаний; f1,t – собственная
частота по первой крутильной форме; f1,max – верхний предел первой собственной
частоты, связан с частотами возбуждения, возникающими из-за неровностей проез-
жей части и нехарактерных деформаций колесных пар транспортных средств; f1,min

- нижний предел собственной частоты, связан с возможным резонансом пролетного
строения из-за перемещения колесных пар экипажей и существенно зависит от длины
пролетного строения.

Графически описанные условия-ограничения могут быть представлены в виде двух
кривых, между которыми находится область допустимых значения для первой соб-
ственной частоты пролетного строения (рис.4), кривая для f1,max – представлена
сплошной линией, а для f1,min - пунктирной.

Как показывают результаты исследований, данные графические условия ограниче-
ния хорошо подходят для скоростей экипажей от 100 до 450 км/ч.

Определяющее уравнение (7) решается в пространстве изображений, это позволя-
ет уменьшить число неизвестных величин, к которым относится функция прогибов
(нормальных перемещений) и ее производные по времени и по продольной координате,
поскольку в пространстве изображений вместо производных по времени присутствуют
сами функции, умноженные на параметр р.
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Рис. 4. Ограничения собственной частоты колебаний по первой форме для пролетных строе-

ний с разрезной балочной расчетной схемой.

Перемещение в этом случае можно записать в следующем виде:

ũ (x, p) =
2P̃ (p) l3

EI⇡4

1X

n=1

1

p2n4
sin

⇣n⇡a
l

⌘
sin

⇣n⇡x
l

⌘
, (11)

в этом выражении а – координата места приложения внешней силы P̃ (p) от экипажа,
верхняя тильда обозначает на представление величины в пространстве Лапласа.

Несмотря на увеличивающиеся скорости движения транспортных средств, их абсо-
лютные величины все еще существенно меньше скоростей продольных и поперечных
волн в материале искусственного сооружения, поэтому имеет смысл рассматривать
немгновенное динамическое воздействие на элементы инфраструктуры со стороны
экипажей, а также учитывать местное деформирование взаимодействующих элемен-
тов [19-21]. Таким образом, функцию P̃ (p) в пространстве изображений или P (t) в
пространстве оригиналов предлагается определять из решения контактной задачи и
за основу взять модифицированную модель типа [16,22,23]:

↵ (t) = b P (t)q , (12)

здесь ↵ (t) - функция местного смятия материалов контактирующих тел от времени,
параметры b и q определяются геометрическими и механическими характеристиками
взаимодействующих элементов сооружения.

Используя описанный подход, в настоящей работе получены графические зависимо-
сти нормального перемещения точек пролетного строение от времени для различных
значений параметров упругости и вязкости опорного узла (рис.5) [24-26]. Кривые 1, 2,
3 получены для следующих пар значений С и К соответственно: С = 104 Н/м, K = 106
Нc/м; С = 104 Н/м, K = 104 Нc/м; С = 106 Н/м, K = 104 Нc/м. Остальные параметры
взаимодействия принимают следующие значения: Е = 7·104 МПа, q =2/3, m = 20 т,
V0 = 10 м/с, l =9м, r0 = 0.1 м, тип балки пролетного строения – железобетонная
балка серии 3.503.1-81 (двутавровая с развитым верхним поясом). Полученные зави-
симости говорят о том, что после приложения нагрузки через некоторый временной
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интервал конструкция вернется в свое первоначальное положение, максимальное зна-
чение вертикального перемещения с изменением соотношения параметров жесткости
и вязкости смещается вправо в пределах времени деформирования [27,28]. Опорный
узел реализованный в виде вязкоупругого демпфера типа Кельвина-Фойгта позволя-
ет воздействовать на характеристики напряженно-деформированного состояния про-
летного строения, в том числе, на прогиб. Совмещая полученные результаты рис. 5
с предельными значениями собственных частот колебаний рис. 4 можно получить
рекомендуемые скорости движения транспортных средств по мостовому переходу, а
можно решать и обратную задачу, подобрать значения упругих и вязких параметров
опоры пролетного строения для организации движения в составе высокоскоростной
транспортной системы.

Формат получаемых результатов соответствует требованиям нормативных доку-
ментов о попадании первой формы собственных частот колебаний мостовых пролетов
в интервал между верхним и нижним значением соответствующего предела, это поз-
волит при строительстве, реконструкции или капитальных ремонтах искусственных
сооружений правильно подобрать длину пролетных строение, скоростной режим дви-
жения транспортных средств и вязкоупругие параметры узла опирания пролетного
строения на береговую опору.

Мониторинг мостовых переходов с использованием предложенных математических
моделей позволит своевременно диагностировать износ, появление дефектов в бетоне
растянутой зоны и разрушение опорных узлов пролетных строений, например, рас-
трескивание и выкрашивание резинометаллических опорных частей, выявлять опи-
рание железобетонного элемента на элемент из такого же материала (это возможно
как из-за полного разрушения резинометаллической опорной части).

Рис. 5. Зависимость нормального перемещения от времени для различных значений упругих

и вязких характеристик узла опирания.

Выявление упомянутых дефектов таких дефектов посредством оценки частот соб-
ственных колебаний, позволяет более точно планировать ремонтные работы, вводить
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ограничения на нагрузку, передаваемую на ось транспортного средства, общий вес
экипажа, на расстояние между экипажами и скорости при их движении по искус-
ственному сооружению.

Полученные аналитические и графические зависимости особенно актуальны для
низководных мостов, которые отличаются тем, что не позволяют провести визуаль-
ный осмотр и инструментальное обследование с нижней стороны несущей части про-
летного строения.
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