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Аннотация. В статье обсуждаются вопросы, связанные с выводом и преобразованиями диф-

ференциальных операторов, соответствующих модели гемитропного микрополярного конти-

нуума, при изменении ориентации базисного репера. Приводятся необходимые сведения из

алгебры псевдотензоров. В терминах псевдотензоров формулируются уравнения динамики

гемитропного микрополярного упругого тела с 9-ю определяющими псевдоскалярами. Ука-

зываются формы псевдовекторных гиперболических дифференциальных операторов в специ-

альных системах координат. Обсуждаются свойства дифференциальных операторов изотроп-

ной микрополярной упругости. Рассмотрены преобразования дифференциальных операторов

в случае зеркального отражения относительно заданной плоскости.
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1. Введение. В случае, когда тела облают микроструктурными особенностями
возникает необходимость применения микрополярных теорий упругости [1–5]. Изо-
тропное (центрально-симметричное) микрополярное тело не всегда может быть ис-
пользовано в качестве математической модели материалов с микроструктурой. В осо-
бенности это касается материалов и объектов проявляющих свойства хиральности
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или имеющих винтовую микроструктуру. В этом случае, микрополярное твердое те-
ло, оказывается изотропно относительно вращений координатного репера, но не от-
носительно отражений. Такие среды называются полуизотропными (гемитропными).
Материалы могут проявлять полуизотропность в микро- (кварц, сахар, биологиче-
ские молекулы), а также в макро- масштабе (кости, пористые материалы, композиты,
содержащие волокна или включения). Гемитропные среды из-за отсутствия физико-
механической симметрии между объектом и его зеркальным отображением известны в
оптике как оптически активные материалы. Они характеризуются присущей им лево-
или правоориентированностью на оптических частотах из-за естественной спиральной
структуры и, следовательно, не могут совпадать с их зеркальным отражением. Фи-
зические поля гемитропного микрополярного континуума в рамках математической
модели представляются относительными тензорами. Математический аппарат отно-
сительных тензоров достаточно хорошо развит, о чем свидетельствуют многочислен-
ные монографии по тензорному исчислению. Тем не менее, формализм относительных
тензоров очень редко применяется в исследованиях по микрополярным средам [1–5].

Важное значение имеют дифференциальные операторы, соответствующие матема-
тической модели гемитропной микрополряной среды. Вид дифференциального опе-
ратора и условия его факторизуемости [5] могут существенно упростить построение
решения системы уравнений, составляющих математическую модель. Настоящее ис-
следование осуществляется на основе аппарата прседотензорного исчисления. Ранее,
в работах авторов [11, 14, 15] обсуждались вопросы применения алгебры и анализа
псевдотензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной теории упру-
гости. Изучались условия гиперболичности и факторизуемости дифференциальных
операторов изотропной микрополярной упругости [5].

Во введении обсуждается актуальность настоящего исследования. Приводятся
необходимые литературные источники по алгебре псевдотензоров и гемитропной
упругости.

Во втором разделе приводятся основные сведения из алгебры псевдотензоров.
Вводится понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра. В терминах
псевдотензоров формулируются уравнения динамики гемитропного микрополярного
упругого континуума с 9 определяющими псевдоскалярами.

В третьем разделе проводится анализ псевдовекторных дифференциальных опера-
торов, соответствующих модели микрополярного материала. Особое внимание уделе-

но координатным системам, удовлетворяющим ограничению e = ±
[+1]
1 . Приводятся

формы дифференциальных операторов в право- и левориентированных системах ко-
ординат. Отмечается, что в отличие от гемитропнных дифференциальных операторов,
изотропные операторы сохраняют свою форму при изменении ориентации базисного
репера.

Четвертый раздел статьи посвящен вопросам преобразования дифференциальных
операторов гемитропного тела при зеркальном отражении относительно заданной
плоскости. Приведены формы для дифференциальных операторов, векторов пере-
мещений и микровращений. Полученные результаты позволяют заключить, что про-
извольно заданному решению системы дифференциальных уравнений гемитропной
микрополярной упругости соответствует зеркально преобразованное решение. Это об-
стоятельство позволяет вести речь о прямых и зеркальных модах при распростране-
нии связанных монохроматических волн перемещений и микровращений [16].



ПСЕВДОВЕКТОРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ... 61

2. Система дифференциальных уравнений динамики гемитропного
микрополярного упругого континуума. Динамические уравнения гемитропного
микрополярного тела в подавляющем большинстве источников выводятся в терминах
абсолютных тензоров [1–3]. Однако, как показали недавние исследования [11, 14, 15],
геометрически и физически корректная формулировка уравнений гемитропной мик-
рополярной теории возможна только в терминах псевдотензоров. Здесь мы не будем
подробно воспроизводить определение и свойства псевдотензоров. Изложение алгебры
псевдотензоров с необходимой степенью полноты можно найти в руководствах по тен-
зорному анализу [17–22], а ее применение к механике континуума в работах [11,14,15].
Исключительное значение при этом имеет понятие фундаментального ориентирующе-
го псевдоскаляра e [11, 14, 15], который в N–мерном пространстве можно определить
как косое произведение [23, c. 63–65] абсолютных векторов ковариантного базиса

dı
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N
c = e. (1)

Не сложно показать, что в метрическом пространстве справедливо соотношение

e2 = g, (2)

где g � детерминант метрического тензора.
В пространстве трех измерений справедливо
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Отметим лишь, что псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры
при помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [11, 14, 15]).
Для произвольного псевдотензора веса W имеем

T pqr···s
ij···l = e�W

[W ]

T pqr···s
ij···l . (5)

Следствием принципа виртуальных перемещений [4,15] являются уравнения дина-
мики микрополярной среды, которые примем в форме

rit
ik = ⇢ @2

··u
k, (6)

ri
[�1]
µ i·
·k � 2

[�1]
⌧ k = ⇢

[�2]

= @2
··
[+1]

�k, (7)

где
[�1]
⌧ j � ассоциированный (сопутствующий) псевдовектор силовых напряжений

�
[�1]
⌧ j =

1

2
✏jikt

[ik], t[ik] = �✏ikj
[�1]
⌧ j . (8)

Ассоциированный (сопутствующий) вектор моментных напряжений определяется по
аналогии с (8)

µi =
1

2
✏iks

[�1]
µ [ks],

[�1]
µ [is] = eisjµ

j . (9)

Введем микрополярный упругий потенциал U , рассчитанный на единицу инвари-
антного элемента объема, с псевдотензорными аргументами

U = U (✏(ij),
[+1]
 (ij),

[+1]
' i,i), (10)
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где

✏ij = riuj � ✏ijk
[+1]
' k,

[+1]
' i =

[+1]

� i � 1

2
✏iklrkul, i =

1

2
✏ijs

[+1]
 [js]. (11)

Обычно, аргументами упругого потенциала выступают абсолютные тензоры. Здесь су-
щественным является использование формализма псевдотензоров, обеспечивающего
чувствительность определяющих псевдоскаляров к преобразованиям инверсии про-
странства и зеркальным отражениям.

Упругий потенциал U по физическому смыслу является объективной величиной и
не может меняться при повороте осей системы координат. Поэтому он (так же как и
его первая вариация �U ) является абсолютным скаляром. Первая вариация упругого
потенциала представляется сбалансированной по весам суммой

�U = t(ij)�"ij +
[�1]
µ (ij)�

[+1]
 (ij) + 2

[�1]
⌧ i�

[+1]
' i + 2µi�i, (12)

откуда могут быть получены определяющие уравнения:

t(ij) =
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@
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, 2
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В качестве потенциала U , который как указывалось выше инвариантен относи-
тельно поворотов и переносов пространства, а также относительно преобразований
инверсии пространства и зеркальных отражений, в гемитропном случае следует вы-
брать квадратичную функцию

U = G[⌫(1� 2⌫)�1gisglm✏(is)✏(lm)+
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[�1]

L c6i
[+1]
' i], (14)

где G� модуль сдвига (имеет размерность силовых напряжений); ⌫ � коэффициент

Пуассона (не имеет физической размерности);
[�1]

L � характеристическая микродлина;
[�2]
c1,

[+2]
c2, c3, c4, c5, c6 � не имеющие физической размерности псевдоскаляры.
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В результате приходим к определяющим уравнениям гемитропной микрополярной
среды:
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(15)

Уравнения динамики гемитропного микроплярного упругого континуума в криво-
линейных координатах, вводя обозначения для дифференциальных операторов L i и
[�1]

Mi и принимая обозначения для определяющих постоянных

c04 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c05 =

1

2
c5 �

1

4
c6, c06 = �c6 (16)

записываются в форме
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(17)

3. Гиперболические дифференциальные операторы изотропной и ге-
митропной микрополярной упругости в координатных системах с различ-
ной ориентацией. Рассмотрим подробней операторы в динамических уравнениях

(17). Дифференциальные операторы L i и
[�1]

Mi являются соответственно векторным
и псевдовекторным гиперболическими линейными дифференциальными оператора-
ми второго порядка. Причем естественными компонентами оператора L i являются

контравариантные компоненты, а компоненты оператора
[�1]

Mi � ковариантными. Из
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Рис. 1. Правоориентированные тройки направлений в трехмерном пространстве

1

23

2

31

3

12

Рис. 2. Левоориентированные тройки направлений в трехмерном пространстве

уравнений (17) видно, что дифференциальный оператор L i имеет нулевой вес, а опе-

ратор
[�1]

Mi имеет вес �1. Поэтому, при изменении ориентации базисного репера диф-

ференциальные операторы L i и
[�1]

Mi будут преобразоваться по разным законам. Из
формул (17) видно, что слагаемые с определяющими скалярами с04, с05, с06 изменят свой
знак при изменении ориентации базисного репера.

Базисные направления и различные способы их нумерации являются фундамен-
тальными понятиями в теории относительных тензоров. При перестановке двух номе-
ров реперных направлений ориентация всего репера изменяется на противоположную,
т.е. правоориентированный репер становится левоориентированным. Как отмечалось
в предыдущем разделе, в механике континуума ориентацию базисного репера удобно
задавать фундаментальным ориентирующим скаляром e. Тройки базисных векторов
для которых (e > 0) будем считать правоориентированными (pис. 1),
а для (e < 0) � левоориентированными (pис. 2).

Важное прикладное значение имеют системы координат удовлетворяющие ограни-
чению

p
g =

[+1]
1 . (18)

Такие координатные системы часто используются не только в астрономии и теории
относительности [24], но и в механике деформируемого твердого тела [25]. В моно-

графии [24, с. 135–142] условие p
g =

[+1]
1 используется при выводе уравнения тяго-

тения в 4-пространстве–времени, что существенно упрощает уравнения теории поля.
В монографии [25] условие (18) используется в процессе разделения изостатических
координат в основных уравнениях математической теории пластичности.
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Полученное условие (18), можно заменить более широким условием, учитывающем
левостороннюю и правостороннюю ориентацию системы координат,

e = ±
[+1]
1 . (19)

Это оказывается существенным в механике гемитропных микрополярных сред, когда
компоненты определяющего тензора чувствительны к изменениям ориентации про-
странства.

В правоориентированной системе координат (e = 1) дифференциальный оператор
L i примет вид

Li(@·, @k, uk,fk) = G[(1 + c1)@s@sui + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@i@kuk + 2c1✏ikl@kfl + Lc04@i@kfk+

+ Lc05@k@kfi]� ⇢ @2
··ui, (20)

а оператор
[�1]

Mi �

[�1]

Mi(@·, @k, uk,fk) = GL2[(1 + c2)@s@sfi + (1� c2+

+ 2c3)@i@kfk + L�1c04@i@kuk + L�1c05@k@kui+

+ L�1c06✏isl@sfl]� 2Gc1(2fi � ✏ikl@kul)� ⇢I@2
··fi. (21)

В выражениях (22) и (23) принято обозначение:
[+1]

� k ! fk � специальный символ, вес
которого мы не будем указывать, точно так же как это имеет место для ✏–символов.

В левориентированной декартовой системе координат (e = �1) оператор L i запи-
шется в виде

Li(@·, @k, uk,fk) = G[(1 + c1)@s@sui + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@i@kuk + 2c1✏ikl@kfl � Lc04@i@kfk�
� Lc05@k@kfi]� ⇢ @2

··ui, (22)

а дифференциальный оператор
[�1]

Mi �

[�1]

Mi(@·, @k, uk,fk) = GL2[(1 + c2)@s@sfi + (1� c2+

+ 2c3)@i@kfk � L�1c04@i@kuk � L�1c05@k@kui�
� L�1c06✏isl@sfl]� 2Gc1(2fi � ✏ikl@kul)� ⇢I@2

··fi. (23)

Псевдовекторные дифференциальные операторы L i и
[�1]

Mi предельным переходом
(с04 ! 0, с05 ! 0, с06 ! 0) в формуле (17) преобразуются к операторам для модели
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изотропного микрополярного тела:

L i(@·,rk, u
k,

[+1]

� k) = G[(1 + e2
[�2]
c1)rsrsu

i+

+ (1� e2
[�2]
c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2
[�2]
c1✏

iklrk

[+1]

�l]� ⇢ @2
··ui,

[�1]

Mi(@·,rk, u
k,

[+1]

� k) = G
[�1]

L
[�1]

L [(1 + e�2[+2]
c2)rsrs

[+1]

�i+

+ (1� e�2[+2]
c2 + 2c3)rirk

[+1]

� k]� 2Gc1(2fi � ✏ikl@kul)� ⇢I@2
··fi.

(24)

Несложно заметить, что операторы, определенные соотношениями (24), в отличие
от гемитропнных дифференциальных операторов, сохраняют свою формы при изме-
нении ориентации базисного репера. Для координатных систем с ограничением (19)
они примут вид

L i(@·,rk, u
k,

[+1]

� k) = G[(1 +
[�2]
c1)rsrsu

i+

+ (1�
[�2]
c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k + 2
[�2]
c1✏

iklrk

[+1]

�l]� ⇢ @2
··ui,

[�1]

Mi(@·,rk, u
k,

[+1]

� k) = G
[�1]

L
[�1]

L [(1 +
[+2]
c2)rsrs

[+1]

�i+

+ (1�
[+2]
c2 + 2c3)rirk

[+1]

� k]� 2Gc1(2fi � ✏ikl@kul)� ⇢I@2
··fi.

(25)

4. Преобразование дифференциальных операторов гемитропной мик-
рополярной модели при зеркальном отражении относительно одной из ко-
ординатных плоскостей. Рассмотрим преобразование зеркального отражения от-
носительно плоскости x1Ox2 (xk ! x

⇤k
), величины в новой системе координат обозна-

чим звездочкой снизу. Тогда

x
⇤1

= x1, x
⇤2

= x2, x
⇤3

= �x3. (26)

В таблице приведем объекты в правоориентированной декартовой системе коорди-
нат, зеркально отраженной системе координат и формулы, связывающие их между
собой. Произведя замену согласно таблице, для оператора L i получаем

L
⇤ 1(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = G[(1 + c1)@s@su1 + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@1@kuk + 2c1✏1kl@kfl � Lc04@1@kfk�
� Lc05@k@kf1]� ⇢ @2

··u1 = L1(@k, uk,fk), (27)

L
⇤ 2(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = G[(1 + c1)@s@su2 + (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@2@kuk + 2c1✏2kl@kfl � Lc04@2@kfk�
� Lc05@k@kf2]� ⇢ @2

··u2 = L2(@k, uk,fk), (28)
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Таблица соответствия для прямой и зеркально отраженной декартовых координатных

систем.

криволинейная си-

стема координат

правоориенти-

рованная декар-

това система

координат

зеркальная систе-

ма координат

формулы преобра-

зования

xk xk x
⇤
k

x
⇤1

= x1

x
⇤2

= x2

x
⇤3

= �x3

e 1 �1 e
⇤
= �e

✏ijk ✏ijk ✏ijk

✏ijk ✏ijk ✏ijk

ri @i @
⇤ i

@
⇤1

= @1

@
⇤2

= @2

@
⇤3

= �@3

ui ui u
⇤i

u
⇤1

= u1

u
⇤2

= u2

u
⇤3

= �u3

[+1]

� k fk f
⇤ k

f
⇤ 1 = �f1

f
⇤ 2 = �f2

f
⇤ 3 = f3

L i(rk, uk,fk) Li(@k, uk,fk) L
⇤ i(@⇤k

, u
⇤
k,f

⇤
k)

L
⇤ 1 = L 1

L
⇤ 2 = L 2

L
⇤ 3 = �L 3

Mi(rk, uk,fk) Mi(@k, uk,fk) M
⇤ i(@⇤k

, u
⇤
k,f

⇤
k)

M
⇤ 1 = �M 1

M
⇤ 2 = �M 2

M
⇤ 3 = M 3

[�1]

L L L
⇤

L
⇤
= �L

[�2]
c1 c1 c1

[+2]
c2 c2 c2

[�2]

I I I

L
⇤ 3(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �G[(1 + c1)@s@su3 � (1� c1+

+ 2⌫(1� 2⌫)�1)@3@kuk � 2c1✏3kl@kfl + Lc04@3@kfk+

+ Lc05@k@kf3] + ⇢ @2
··u3 = �L3(@k, uk,fk), (29)
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а для оператора
[�1]

Mi получим

[�1]

M
⇤ 1(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �GL2[(1 + c2)@s@sf1�

� (1� c2 + 2c3)@1@kfk � L�1c04@1@kuk�
� L�1c05@k@ku1 � L�1c06✏1sl@sfl] + 2Gc1(2f1+

+ ✏1kl@kul) + ⇢I@2
··f1 = �

[�1]

M1(@k, uk,fk), (30)

[�1]

M
⇤ 2(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = �GL2[(1 + c2)@s@sf2�

� (1� c2 + 2c3)@2@kfk � L�1c04@2@kuk�
� L�1c05@k@ku2 � L�1c06✏2sl@sfl] + 2Gc1(2f2+

+ ✏2kl@kul) + ⇢I@2
··f2 = �

[�1]

M2(@k, uk,fk), (31)

[�1]

M
⇤ 3(@⇤k

, u
⇤k
,f
⇤ k) = GL2[(1 + c2)@s@sf3+

+ (1� c2 + 2c3)@3@kfk + L�1c04@3@kuk+

+ L�1c05@k@ku3 + L�1c06✏3sl@sfl]� 2Gc1(2f3�

� ✏3kl@kul)� ⇢I@2
··f3 =

[�1]

M3(@k, uk,fk), (32)

Заключение. Статья посвящена вопросам вывода и преобразований дифферен-
циальных операторов, соответствующих модели гемитропного микрополярного кон-
тинуума, при изменении ориентации базисного репера.

(1) Приводятся основные сведения из алгебры псевдотензоров. Вводится понятие
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра. В терминах псевдотензо-
ров формулируются уравнения динамики гемитропного микрополярного упру-
гого континуума с 9 определяющими псевдоскалярами.

(2) Проводится анализ псевдовекторных дифференциальных операторов, соответ-
ствующих модели гемитропной микрополярной среды. Особое внимание уде-

лено координатным системам, удовлетворяющим ограничению e = ±
[+1]
1 .

(3) Приводятся формы дифференциальных операторов в право- и левориентиро-
ванных систем координат. Отмечается, что в отличие от гемитропнных диффе-
ренциальных операторов, изотропные операторы сохраняют свою форму при
изменении ориентации базисного репера.

(4) Рассмотрены преобразования дифференциальных операторов в случаях зер-
кального отражения относительно заданной плоскости. Полученные резуль-
таты позволяют заключить, что произвольно заданному решению системы
дифференциальных уравнений гемитропной микрополярной упругости соот-
ветствует зеркально преобразованное решение.
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PSEUDOVECTOR HYPERBOLIC DIFFERENTIAL OPERATORS OF
HEMITROPIC MICROPOLAR ELASTICITY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with the derivations and transformations of differential operators

related to the hemitropic micropolar elastic model under mirror reflections. The requisite equations

from algebra of pseudotensors are given. Dynamic differential equations for a hemitropic micropolar

elastic solid with 9 constituve pseudoscalars are derived in terms of pseudotensors. Pseudovector

hyperbolic differential operator forms caused by different coordinate net orientations are obtained

and discussed. The properties of differential operators for isotropic micropolar elasticity are

discussed. Mirror reflection transformations of the differential operators are considered.

Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, constitutive pseudoscalar,

micropolar hemitropic continum, differential operator
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