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Аннотация. В настоящей работе рассматривается теория микрополярной упругости Нейбе-

ра в псевдотензорной формулировке. Приводятся минимально необходимые для понимания

статьи сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Уравнения динамики микрополярного

континуума представлены (наряду с абсолютной тензорной формой) в терминах псевдотензо-

ров (относительных тензоров). Проведено сравнение динамических уравнений микрополяр-

ной теории упругости в псевдотензорной форме с абсолютной тензорной формой, предло-

женной Нейбером. То же самое сопоставление выполнено и для определяющих уравнений.

Устранены недочеты в уравнениях динамики Нейбера и приведена их окончательная псевдо-

тензорная форма.
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1. Введение. Классические теории механики сплошной среды в большинстве
случаев неприменимы для математического моделирования поведения современных
материалов (например, упругих метаматериалов [1, 2] или биоматериалов [3]: таких
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как пески, грунты и другие зернистые среды, идеально-пластические среды, демон-
стрирующие необратимое изменение объема в процессе деформации (например, сыпу-
чая среда Кулона–Мора), волокнистые среды, сотовые структуры, армированные ком-
позитные материалы, кости, сосуды, мышцы и другие биологические ткани). В указан-
ных материалах наблюдаются волны микровращений, связанные с волнами переме-
щений, из-за эффектов микроструктуры. Простейшая (и исторически первая) конти-
нуальная теория твердых тел с микроструктурой � микрополярная теория упругости.
Важным примером твердого тела с микроструктурой является гемитропный микро-
полярный континуум. В подобных средах могут наблюдаться одновременно прямые
и зеркальные моды распространяющихся волн, которые возможно описать только
такими уравнениями, которые будут чувствительны к зеркальным отражениям и ин-
версиям трехмерного пространства.

Теория асимметричной упругости впервые была представлена Коссера (1909 г.) в
работе [4]. Дальнейшее обобщение микрополярной теории на случай конечных де-
формаций было выполнено Трусделлом и Тупином [5]. В работе [6] Аэро и Кувшин-
ским были получены линейные определяющие уравнения микрополярного контину-
ума. Случай материальной анизотропии микрополярных сред был рассмотрен в ис-
следованиях Миндлина (см., например, [7, 8]). Проблема концентрации напряжений
в микрополярных упругих твердых телах исследована Нейбером в серии своих ра-
бот [9–11]. Обобщение микрополярной теории на гемитропный случай можно найти в
работах [12, 13].

В общем случае микрополярной анизотропии упругий материал описывается 171
определяющей постноянной, что чрезвычайно усложняет анализ уравнений при реше-
нии прикладных задач. Полуизотропное (гемитропное) твердое тело описывается уже
девятью определяющими константами, в ряду которых только три будут дополнять
имеющиеся определяющие постоянные изотропной среды. Анализ литературных ис-
точников показывает, что в работах, посвященных микрополярной теории упругости,
часто содержатся ошибки и опечатки в фундаментальных уравнениях (см., напри-
мер, [10, 14]), что затрудняет их понимание и применение.

Отметим, что при построении математических моделей поведения микрополярных
материалов необходимым является привлечение формализма и методов из алгебры
и анализа относительных тензоров (псевдотензоров) [15–23], что позволяет глубже
понять физическую и геометрическую природу рассматриваемых физических полей,
поскольку ряд кинематических и динамических переменных в теории микрополярной
упругости на самом деле являются псевдотензорными величинами. Однако, несмотря
на очевидные преимущества применения подобной техники, она редко использует-
ся в механике сплошной среды. В работе [24] приводится актуальная псевдотензорная
формулировка теории гемитропного микрополярного континуума в приложении к ме-
ханике растущего твердого тела.

Вслед за введением, во втором разделе статьи затрагивается ряд фундаментальных
определений из алгебры и анализа псевдотензоров, приведена формула, определяю-
щая ковариантную производную произвольного относительного тензора веса W .

В третьем разделе выводятся уравнения динамики Нейбера в терминах псевдотен-
зорного анализа. Веса относительных тензоров линейной изотропной микрополярной
упругой среды рассчитаны и представлены в таблицах 1 и 2. Исправлены недочеты в
уравнениях динамики Нейбера, предложенные в [10] для микрополярного изотропно-
го упругого тела. Получена их окончательная форма в произвольной криволинейной
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системе координат. Выполнено сравнение определяющих уравнений изотропной мик-
рополярной теории упругости в абсолютной тензорной форме с их псевдотензорной
формой.

2. Основные сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Символы
перестановок и фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр являются фундамен-
тальными объектами теории псевдотензорного анализа, изложение которой можно
найти в учебных пособиях по многомерной геометрии и книгах по тензорному анали-
зу [15–23].

Преобразование зеркального отражения системы координат (от левоориентирован-
ной к правоориентированной, или наоборот) может быть осуществлено путем перену-
мерации координатных осей, что позволяет ввести фундаментальный объект псевдо-
тензорной алгебры и многомерной геометрии � символы перестановок Леви–Чивита
[25]. Как известно, символы перестановок, определяемые согласно

[�1]
✏ ijk =

[+1]
✏ ijk =

8
><

>:

+1 для троек (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2);

�1 для троек (3, 2, 1), (1, 3, 2), (2, 1, 3);

0 во всех остальных случаях;

не являются абсолютными тензорами. Фактически, символы Леви–Чивита
[�1]
✏ ijk и

[+1]
✏ ijk � относительные ковариантные тензоры (псевдотензоры) веса �1 и одновре-

менно относительные контравариантные тензоры веса +1. В дальнейшем позиция над
корневым символом будет зарезервирована для веса (который дополнительно заклю-
чен в квадратные скобки) псевдотензора.

Фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр (относительный скаляр веса +1)
в трехмерном пространстве может быть определен с помощью смешанного произве-
дения ковариантных базисных векторов:

e =
[+1]
e = (ı

1
⇥ ı

2
) · ı

3
, (1)

а псевдоскаляр отрицательного веса �1 смешанным произведением контравариант-
ных базисных векторов:

1

e
=

[�1]
e �1 = (

1
ı⇥ 2

ı) · 3ı.

Отметим, что значение псевдоскаляра (1) равно ориентированному объему парал-
лелепипеда, построенного на векторах ı

s
. В физических теориях поля особую роль

играют координатные системы, характеризующиеся условием |e| = 1.
С помощью фундаментального ориентирующего псевдоскаляра и символа переста-

новок может быть определен абсолютный тензор Леви–Чивита:

eijk =
1

e

[+1]
✏ ijk,

eijk = e
[�1]
✏ ijk.

(2)

В дальнейшем будем опускать указание веса для основных псевдотензоров, таких
как e, ✏ijk, ✏ijk, а также для относительных тензоров нулевого веса (абсолютных тен-
зоров). Еще раз подчеркнем, что e > 0 для правоориентированной системы координат
и e < 0 для левоориентированной системы координат.
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Рассмотрим в трехмерном пространстве две системы координат xk и xk (k = 1, 2, 3).
Закон преобразования псевдотензора веса W при переходе от системы координат xk

к новой системе координат xk имеет вид [19, 21]:
[W ]

T lm...n
··...·ij...k = �W (@px

l)(@qx
m) · · · (@sxn)(@ixa)(@jxb) · · · (@kxc)

[W ]

T pq...s
··...·ab...c,

где
� = det(@jx

i), @p =
@

@xp
, @p =

@

@xp
, (3)

и черта сверху указывает на то, что геометрический объект ассоциирован с новой
системой координат xk, �� якобиан преобразования.

Операция ковариантного дифференцирования произвольного относительного тен-

зора
[W ]

T lm...n
··...·ij...k выполняется по аналогии с соответствующей операцией для абсолют-

ных тензоров1 [15, 17,19]:

rp

[W ]

T lm...n
··...·ij...k = @p

[W ]

T lm...n
··...·ij...k + �l

sp

[W ]

T sm...n
··...·ij...k + �m

sp

[W ]

T ls...n
··...·ij...k + · · ·+ �n

sp

[W ]

T lm...s
··...·ij...k �

� �s
ip

[W ]

T lm...n
··...·sj...k � �s

jp

[W ]

T lm...n
··...·is...k � · · ·� �s

kp

[W ]

T lm...n
··...·ij...s �W

[W ]

T lm...n
··...·ij...k�

s
sp.

(4)

3. Теория микрополярной упругости Нейбера и ее уточнения. Примене-
ние формализма псевдотензорного анализа к теории микрополярной упругости Нейбе-
ра позволяет несколько прояснить ее физический смысл. В противоположность урав-
нениям динамики:

r�t
�µ = ⇢@2

··V
µ,

r�m
�µ + "µ�⌘t�⌘ = ✓@2

··!
µ,

(5)

приведенным в работе [10], корректные уравнения в абсолютной тензорной форме
есть:

r�t
�µ = ⇢@2

··V
µ,

r�m
�µ + eµ�⌘t�⌘ = ✓@2

··!
µ,

(6)

а в терминах псевдотензоров их можно переформулировать в виде [24]:

r�t
�µ = ⇢@2

··V
µ,

r�
[�1]
m �µ +

✏µ�⌘

e2
t�⌘ =

[�2]

✓ @2
··
[+1]
! µ,

(7)

где

m�µ =
[+1]
e

[�1]
m �µ, !µ =

1
[+1]
e

[+1]
! µ, ✓ =

[+2]
e 2

[�2]

✓ .

Во втором из уравнений (5) в работе Нейбера [10] напечатан символ "µ�⌘ (”отно-
сительный антисимметричныый тензор”). По смыслу здесь на самом деле должен
находиться абсолютный тензор eµ�⌘ (см. (2)). Для корректной балансировки весов в
последнем уравнении (7), вопреки теории Нейбера, используется символ перестановок
✏µ�⌘ с множителем e�2. В таблице 1 установлены соответствия между обозначениями,
используемыми Нейбером в работе [10], и обозначениями, применяемыми в работе [24].

1Заметим, что �s
sp =

@pe

e
.
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Таблица 1. Соответствие основных обозначений, принятых в [10] и [24]

Терминологическое
обозначение

Обозначение
применяе-
мое в [24]

Обозначения
Нейбера Вес

Преобразование
к абсолютному
тензору

Вектор перемещений uk V µ 0

Асимметричный тен-
зор деформаций ✏ij d�µ 0

Тензор силовых напря-
жений

�ik t�µ 0

Плотность массы ⇢ ⇢ 0

Тензор моментных на-
ряжений µi·

·k m�µ �1 m�µ = e
[�1]
m �µ

Момент микроинерции I ✓ �2 ✓ = e2
[�2]

✓

Вектор микроповорота �i !µ +1 !µ =
1

e

[+1]
! µ

Тензор изгиба–
кручения ·si· k�µ +1 k�µ =

1

e

[+1]

k�µ

Уравнения (7) в криволинейной системе координат с помощью определения кова-
риантной производной (4) можно выписать следующим образом:

@�t
�µ + t⌘µ��

⌘� + t�⌘�µ
⌘� = ⇢@2

··V
µ,

@�
[�1]
m �µ +

[�1]
m ⌘µ��

⌘� +
[�1]
m �⌘�µ

⌘� +
[�1]
m �µ@�e

e
+

✏µ�⌘

e2
t�⌘ =

[�2]

✓ @2
··
[+1]
! µ.

(8)

Определяющие уравнения линейной изотропной микрополярной теории упругости
Нейбера в терминах относительных тензоров имеют форму:

t�µ = G[(1 + e2
[�2]
a )r�V µ + (1� e2

[�2]
a )rµV � + 2

[�2]
a ✏µ�⌘

[+1]
!⌘ +

+ 2⌫(1� 2⌫)�1g�µr⌘V
⌘],

[�1]
m �µ = 4G

[�1]

l
[�1]

l [r�[+1]
! µ + brµ[+1]

! � + cg�µr⌘
[+1]
! ⌘].

(9)

Приведем ниже для сравнения определяющие уравнения из оригинальной работы
Нейбера [10]:

t�µ = G[(1 + a)r�V µ + (1� a)rµV � + 2aeµ�⌘!⌘ + 2⌫(1� 2⌫)�1g�µr⌘V
⌘],

m�µ = 4Gl2[r�!µ + brµ!� + cg�µr⌘!
⌘].

Определяющие постоянные в приведенных выше определяющих уравнениях, явля-
ющиеся скалярами и псевдоскалярами, представлены в таблице 2. После подстановки
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Таблица 2. Микрополярные изотропные определяющие псевдоскаляры

Терминологическое обозначение
Корневое символьное

обозначение
Вес

Преобразование

к абсолютному

тензору

Модуль сдвига G 0

Коэффициент Пуассона ⌫ 0

Характерная длина

микрополярной теории
l �1 l = e

[�1]

l

Безразмерный

микрополярный модуль (i)
a �2 a = e2

[�2]
a

Безразмерный

микрополярный модуль (ii)
b 0

Безразмерный

микрополярный модуль (iii)
c 0

определяющих уравнений (9) в уравнения (7) корректные уравнения динамики Ней-
бера в терминах относительных тензоров примут вид:

(1 + e2
[�2]
a )�V µ + ((1� 2⌫)�1 � e2

[�2]
a )rµr�V

� +

+ 2
[�2]
a ✏µ�⌘r�

[+1]
!⌘ = ⇢G�1@2

··V
µ,

(
[�2]
a �

[�1]

l
[�1]

l �)
[+1]
! µ �

[�1]

l
[�1]

l (b+ c)rµr�
[+1]
! � �

�
[�2]
a

2
✏µ⌘�r⌘V� = �

[�2]

✓ (4G)�1@2
··
[+1]
! µ.

(10)

Отметим, что в оригинальной статье Нейбера [9] множитель l2 отсутствует во вто-
ром члене второго уравнения системы (10).

Выпишем также для сравнения уравнения динамики линейной микрополярной тео-
рии упругости в псевдотензоных обозначениях, введенных в работах [13, 24]:

(1 + e2
[�2]
c1)rsrsu

i + (1� e2
[�2]
c1 + 2⌫(1� 2⌫)�1)rirku

k+

+ 2
[�2]
c1✏

iklrk

[+1]

�l = ⇢G�1@2
··u

i,

[�1]

L
[�1]

L [(1 + e�2[+2]
c2)rsrs

[+1]

�i + (1� e�2[+2]
c2 + 2c3)rirk

[+1]

� k]�

�
[�2]
c1(2

[+1]

�i � ✏iklg
ksrsu

l) =
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I G�1@2
··
[+1]

�i.

(11)
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Сопоставление уравнений (10) и (11) приводит к следующим соотношениям между
определяющими постоянными:

[�1]

L
[�1]

L = 2
[�1]

l
[�1]

l (1 + b),
[�2]
c1 =

[�2]
a ,

[+2]
c2 =

1� b

1 + b
, c3 =

c

1 + b
.

Веса определяющих скаляров и псевдоскаляров l, a, b, c приведены в таблице 2. Вес
определяющего скаляра b в таблице 2 проверяется по формуле

b =
e2 �

[+2]
c2

e2 +
[+2]
c2

.

4. Заключение
(i) Приведены и рассматриваются уравнения динамики Нейбера линейного мик-

рополярного изотропного континуума в терминах псевдотензоров (относитель-
ных тензоров) в произвольной криволинейной системе координат. Устранены
неточности и опечатки в исходных уравнениях Нейбера .

(ii) Определяющие уравнения линейного изотропного микрополярного континуу-
ма представлены в псевдотензорной форме и сравниваются с их абсолютной
тензорной формой.

(iii) Веса относительных тензоров линейной микрополярной упругой среды и мик-
рополярных изотропных определяющих псевдоскаляров рассчитаны и сведены
для удобства в таблицы.

(iv) Получена окончательная корректная форма динамических уравнений изо-
тропного микрополярного континуума в терминах перемещений и микровра-
щений в псевдотензорной форме.
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PSEUDOTENSOR FORMALISM FOR NEUBER’S MICROPOLAR ELASTICITY
THEORY

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper deals with Neuber’s theory of micropolar elasticity in a pseudotensor

formulation. The minimum notes and requisite equations from algebra and analysis of

pseudotensors are given. The micropolar dynamic equations are presented in terms of pseudotensors

(relative tensors). The pseudotensor form of dynamic equations is compared with the absolute

tensor form of the Neuber dynamic equations. The refinements of Neuber’s dynamic equations are

discussed.
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