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Аннотация. В данной работе представлено решение задачи наращивания тела цилиндриче-

ской формы. Рассмотрен процесс объемного роста в области наращивания. Решение задачи

строится в рамках модели малых упругих деформаций. В рассмотрение введены три конфи-

гурации деформируемого тела: естественная, виртуальная, актуальная. Вычислены распре-

деления перемещений и напряжений возникающих в процессе роста.
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1. Введение. Современные методы проектирования и изготовления изделий
и конструкций сложной формы основаны на различных технологических процессах
обработки материалов (ламинирование, фотополимеризация, стереолитография, на-
мотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и послойное
отверждение) [1–4]. Эти производственные процессы аддитивных технологий связаны
с синтезом изделий путем последовательного добавления материала на поверхность
произвольной формы. Процедура выбора корректных краевых условий на поверх-
ности наращивания является актуальной фундаментальной проблемой современной
деформируемого твердого тела и прикладной математики.
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Решение прикладной задачи механики роста твердого тела зачастую является слож-
ной и трудоемкой процедурой. [5–11]. Существенной особенностью постановки крае-
вых задач в рамках механики роста является постановка граничных условий на гра-
нице раздела между исходным материалом и добавляемой частью [12–16].

В данной работе рассмотрена задача о объемном росте составного цилиндра. Пред-
полагается, что рост происходит во внутреннем цилиндре, что в свою очередь вызы-
вает упругие деформации как во внутреннем, так и во внешнем цилиндре. Данные
упругие деформации отчасти компенсируют изменение геометрии вызванное ростом.
В процессе решения рассматривается 3 конфигурации тела: естественная, виртуаль-
ная и актуальная. Виртуальная конфигурация введена рассматривает тело без нагру-
зок с напряжениями и деформациями, вызванными исключительно процессом роста.
Полагаем, что в процессе роста плотность первого и второго цилиндра остается по-
стоянной.

2. Постановка задачи. Рассмотрим составного цилиндр с круглым поперечным
сечением, состоящий из двух вложенных цилиндров: внутреннего (I) и внешнего (II).
В дальнейшем все величины принадлежащие первому цилиндру будем обозначать
одним штрихом справа � ·0 , а второму двумя штрихами � ·00 . Предполагаем, что
цилиндры состоят из упругого, изотропного материала. Используется линейный закон
Гука, упругие деформации считаем малыми. Предполагаем, что внутренний цилиндр
подвержен осесимметричному, заранее известному, процессу объемного роста �(t), где
t � параметр времени. Материальные модули Юнга цилиндров обозначим E0 и E00, а
коэффициенты Пуассона ⌫ 0 и ⌫ 00. Рассмотрим рост в отсутствии массовых сил.

3. Идея и алгоритм решения задачи объемного роста. Для решения по-
ставленной задачи воспользуемся идеей мультипликативного разложения тензора де-
формации, изложенной в [4]. Для этого рассмотрим три последовательные конфигу-
рации:

(1) Естественная. Начальная конфигурация в до начала процесса роста в отсут-
ствии внешних воздействий.

(2) Виртуальная конфигурация. Во второй конфигурации предполагаем, что в ре-
зультате роста тело I неким образом изменило свое положение в пространстве,
но при этом, геометрические и внешние силовые условия не влияют на дефор-
мирование тела.

(3) Актуальная конфигурация. Конечная конфигурация характеризуется наложе-
нием всех силовых и геометрических условий, в том числе условий непрерыв-
ности вектора перемещений на границе роста.

3.1. Естественная конфигурация. В данном состоянии геометрию тела можно за-
дать следующим образом: A � радиус внешней границы внутреннего цилиндра, а B
� радиус внешней границы, внешнего цилиндра. В рассматриваемой конфигурации,
положение точек тела в пространстве с точностью до поворота описывается перемен-
ной R0, т.е. каждая точка тела I занимает положение R0

0 2 [0, A]. Положения точек
внешнего цилиндра (II), принимают значения R00

0 : R00
0 2 [A,B]. Какие либо напряже-

ния или внешние силы в данной конфигурации на тело не действуют.

3.2. Виртуальная конфигурация. Теперь рассмотрим виртуальную конфигурацию, в
ней мы предполагаем, что процесс роста вызвал изменение геометрии тела, но при
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этом еще отсутствует влияние внешних сил, внутренних и поверхностных напряже-
ний, а также геометрических ограничений. В данной конфигурации значения радиуса
для каждой точки обозначим, как R0 для I тела и R00 для II тела. В таком параметр
роста можно записать, как отношение бесконечно малого участка тела I в начальной
конфигурации к бесконечно малому участку тела I в виртуальной:

@R0

@R0
= �0(R0, t) = �(t). (1)

Для тела II это может быть записано, как
@R00

@R0
= �00(R0, t) = 1.

Если проинтегрировать соотношение (1)

R0(R0, t) =

R0Z

0

�0(⇠, t)d⇠ = �0(t)

R0Z

0

d⇠ = �0(t)R0,

то несложно заметить, что тело I будет пересекаться с телом II, если �0(t)R0 > 1. В
обратном случае �0(t)R0 < 1, будет возникать разрыв перемещений.

3.3. Актуальная конфигурация. Рассмотрим актуальную конфигурацию. Предполо-
жим, что на этом этапе изменение положения точек тела вызвано приложенными
внешними силами и условием того, что тело остается сплошным. В данной конфигу-
рации положения точек тела будем обозначать r0 и r00, для первого и второго слоя,
соответственно. В таком случае, введем в рассмотрение параметры:

@r0

@R0 = ↵0,
@r0

@R00 = ↵00

Тогда, изменение положения точек тела I и II относительно естественной конфигу-
рации, будет описываться, как

@r0

@R0
=

@r
0

@R0
@R0

@R0
= ↵0�0 = ↵0�(t),

@r00

@R0
=

@r00

@R00
@R00

@R0
= ↵00�00 = ↵00

Если мы определим вектор перемещения как u0R(R
0, t) = r0(R0(t), t)�R0(t), то

@r0

@R0 = 1 +
@u0R(R

0, t)

@R0 = ↵0(R0, t)

В общем же случае градиент упругих деформаций для первого тела примет вид:

F0
e =

✓
1 +

@u0R(R
0, t)

@R0

◆
Er0r0 ⌦ER0R0 +

✓
1 +

u0(R0, t)

R0

◆
E'0'0 ⌦E�0�0 + Ez0z0 ⌦EZ0Z0

Вычислим компоненты тензора конечных деформаций Грина:

2L0
r0R0 =

 ✓
1 +

@u0R(R
0, t)

@R0

◆2

� 1

!
=

 
2
@u0R(R

0, t)

@R0 +

✓
@u0R(R

0, t)

@R0

◆2
!
,

2L0
'0�0 =

 ✓
1 +

u0R(R
0, t)

R0

◆2

� 1

!
=

 
2
u0R(R

0, t)

R0 +

✓
u0R(R

0, t)

R0

◆2
!
,

2L0
z0Z0 = 12 � 1 = 0,
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откуда с учетом о предположении бесконечной малости упругих деформаций получим,
что

"0r0R0(R0) =
@u0R(R

0, t)

@R0 , "0'0�0(R0) =
u0R(R

0, t)

R0 , "0z0Z0(R0) = 0, (2)

где "0ij � соответствующая компонента тензора малых упругих деформаций для пер-
вого тела. То же самое верно и для второго тела.

Уравнения равновесия для первого и второго тела в актуальной конфигурации
примут вид:

@�r0R0(R0, t)

@R0 +
�r0R0(R0, t)� �'0'0(R0, t)

R0 = 0

@�r00R00(R00, t)

@R00 +
�r00R00(R00, t)� �'00'00(R00, t)

R00 = 0

(3)

Закон Гука для I тела записывается в виде:

�r0R0 =
E

1� ⌫2
("0r0R0(R0, t) + ⌫"0'0�0(R0, t))

�'0'0 =
E

1� ⌫2
("0'0�(R

0) + ⌫"0r0,R0(R0, t)).

Для тела II закон Гука запишется подобным образом, что и для I тела, в формуле (4)
следует заменить один штрих на два.

Решение системы уравнений (3) в нашем случае примет вид

u0R(R
0) = C 0

1(t)R
0(R0, t) +

C 0
2

R0(R0, t)
, u00R(R

00) = C 00
1R

00(R0) +
C 00
2

R00(R0)
. (4)

Для определения неизвестных интегрирования C 0
1(t), C 0

2(t), C 00
1 (t), C 00

2 (t) применим
ряд условий.

Во-первых, для тела I потребуем, по аналогии с обычной задачей Ламе, u0R(R0, t) = 0
при R0 = 0. Откуда C 0

2 = 0.
Во-вторых, исходя из требования неразрывности тела, условием на границе I и II

тела потребуем:
r0(R0(A), t) = r00(R00(A), t)

или же
R0(A) + u0R0(R0(A, t), t) = R00(A) + u00R00(R00(A), t)

�(t)A+ u0R0(�(t)A, t) = A+ u00R00(A, t).

�(t)A+ C 0
1(t)�(t)A = A+ C 00

1 (t)A+
C 00
2 (t)

A
преобразуем и получим:

�(t)(1 + C 0
1(t)) = 1 + C 00

1 (t) +
C 00
2 (t)

A2
(5)

В-третьих, учтем граничные условия на внешней границе II тела

�00
r00R00(R00(B), t) = p(t),

в терминах перемещений примет вид:
E00

1� (⌫ 00)2

✓
C 00
1 (t)(1 + ⌫ 00) +

C 00
2 (t)(1� ⌫ 00)

B2

◆
= p(t).
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В-четвертых, для вывода условия определения констант в зоне контакта рассмот-
рим тела по отдельности и запишем для каждого соответствующие граничное условие.
Тело I вследствие роста подвергается сжимающим напряжениям, так что

⌃̂0 · n̄0 = p0 �er . (6)

Здесь ⌃̂0 � тензор напряжений Коши для первого тела, n̄0 � вектор единичной
нормали, направленный от границы первого тела,  �er = ��!er � единичный вектор
противоположный базисному вектору. Если преобразовать уравнение (6), то получим:

3X

i,j=1

(�0
ij
�!ei ⌦�!ej ) ·�!er = p0 �er ,

3X

i,j=1

�0
ij�ir
�!ej = �p0�!er ,

�0
rr
�!er = �p0�!er ,

т.к. �0
r1 := �0

r0R0 , а �0
r2 := �0

r0'0 = 0 и �0
r3 := �0

r0Z0 = 0.
Тело II, в свою очередь, подвергается растягивающим напряжениям из-за роста

первого тела, поэтому
⌃̂00 · n̄00 = p00�!er .

Здесь ⌃̂00 � тензор напряжений Коши для второго тела, n̄00 = �er � вектор единичной
нормали, направленный от границы второго тела.

3X

i,j=1

(�00
ij
�!ei ⌦�!ej ) · �er = p00�!er ,

3X

i,j=1

(��00
ij�ir
�!ej ) = p00�!er ,

��00
rr
�!er = p00�!er ,

т.к. �00
r1 := �00

r00R00 , а �00
r2 := �00

r00'00 = 0 и �00
r3 := �00

r00Z00 = 0.
Далее предполагаем, что сила, с которой тело I давит на тело II, равна силе, с

которой тело II давит на тело I, т.е.

p0 = p00,

тогда,
�0
r0R00
�!er = �(��00

r00R00)�!er = �00
r00R00
�!er ,

или же
�0
r0R0(R0(A), t) = ��00

r00R00(R00(A), t),

или же терминах вектора перемещений:

E0

1� (⌫ 0)2
(C 0

1(t)(1 + ⌫ 0)) =
E00

1� (⌫ 00)2

✓
C 00
1 (t)(1 + ⌫ 00) +

C 00
2 (t)(1� ⌫ 00)

A2

◆
.
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0.5 1.0 1.5 2.0
R0

0.01
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0.03

U0

Рис. 1. Радиальное перемещение.

Теперь запишем все четыре условия для определения неизвестных C 0
1(t), C 0

2(t),
C 00
1 (t), C 00

2 (t):

C 0
2 = 0

�(t)(1 + C 0
1) = 1 + C 00

1 +
C 00
2

A2
,

E00

1� (⌫ 00)2

✓
C 00
1 (1 + ⌫ 00) +

C 00
2 (⌫

00 � 1)

B2

◆
= p(t),

E0

1� (⌫ 0)2
(C 0

1(1 + ⌫ 0)) = � E00

1� (⌫ 00)2

✓
C 00
1 (1 + ⌫ 00) +

C 00
2 (⌫

00 � 1)

A2

◆
.

Решив последнюю систему, найдем неизвестные интегрирования как функции от
�(t),p(t), E0,E00,⌫ 0,⌫ 00, B, A, т.е. все материальные и физические параметры оказались
учтены.

Численные пример. Рассмотрим численный пример, предположим, что функция
роста имеет вид �(t) = � = 1.05. E0 = E00 = 200, ⌫ 0 = ⌫ 00 = 0.25, A = 1, B = 2,
p(t) = 0 Данный случай можно сравнить с изготовлением составного цилиндра с
натягом [9, 11].

Общие перемещения точек тела, заданные как U0 = r(R(R0))�R0 изображены на
рис. 1. Распределения радиальных и окружных напряжений изображены на рис. 2 и
3 соответственно.

Можно заметить, что несмотря на отрицательные упругие перемещения для тела
I, оно все равно увеличилось за счет объемного роста. Так, r0(R0(A)) = r00(R00(A)) =
1.03667. При этом r00(R00(B))� r00(R00(a)) = 0.985896, т.е второе тело будет находиться
в состоянии сжатия, как и первое, что можно увидеть на графике распределения
радиальных напряжений (рис. 2).

Отметим, что несмотря на то, что на тело не действуют внешние силы, тело I и
тело II все же испытывают как радиальные, так и окружные напряжения.

4. Заключение. В данной работе на примере модельной задачи Ламе рассмот-
рен алгоритм решения задачи объемного роста с использованием промежуточной
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0.5 1.0 1.5 2.0
R0

-3.5
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-2.5
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-1.0

-0.5

σrR

Рис. 2. Радиальное напряжение.

0.5 1.0 1.5 2.0
R0

-2

2

4

6
σϕϕ

Рис. 3. Окружное напряжение.

(виртуальной) конфигурации. Получено аналитическое решение в предположении о
малости упругих деформациях и линейно-упругом поведении материала. Представле-
ны численные результаты расчета для случая объемного роста внутреннего цилиндра.
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VOLUMETRIC GROWTH OF A COMPOSITE THICK-WALLED ELASTIC
CYLINDER

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

Abstract. This paper presents a solution to the problem of growing a cylindrical solids. The

process of volumetric growth in the extension area is considered. The solution of the problem is

obtained within the framework of the model of small elastic deformations. Three configurations of a

solid are introduced into consideration: natural, virtual, actual. The distributions of displacements

and stresses during the process of growth are calculated.

Keywords: volumetric growth, 3D material, Lame problem, virtual configuration, numerical

simulation
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