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Аннотация. В настоящей работе предлагается алгебраический алгоритм систематического
приведения одноточечных псевдотензоров произвольной валентности и веса к абсолютным
тензорам. Вес псевдотензора полагается целым числом. Алгоритм основан на преобразова-
нии одноточечного псевдотензора произвольной валентности и веса с использованием сим-
волов перестановок как ковариантных, так и контравариантных. Приводятся необходимые
сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. На основании предложенного алгебраическо-
го алгоритма преобразования предлагается реализация ковариантного дифференцирования
одноточечного псевдотензорного поля произвольной валентности и веса, с помощью которой
вводится определение градиента псевдотензорного поля.
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1. Вводные замечания и предварительные сведения. Моделирование по-
ведения современных конструкционных структурных материалов и метаматериалов
привело к необходимости использования формализма и принципов современной мно-
гомерной геометрии [1–3], псевдотензорного анализа [4–6] и современных моделей
моделей механики континуума. Псевдотензоры целого веса7 естественным образом
возникают в механике упругих микрополярных сред. В частности, таковыми высту-
пают: псевдовекторы микроповоротов8, псевдотензор изгиба–кручения, псевдовектор
и псевдотензор моментных напряжений, коэффициент микроинерции, распределения
объемных и поверхностных моментов. Псевдотензорный формализм особенно интере-
сен при построении моделей полуизотропных микрополярных упругих континуумов
(см. [7–13]).

Вывод дифференциальных уравнений, составляющих математическую модель кон-
тинуума требует определения операторов ковариантного дифференцирования псевдо-
тензора. Литературный поиск сведений о правилах ковариантного дифференцирова-
ния псевдотензорных полей заданного целого веса представляет собой трудоемкую
задачу. Наиболее ранние попытки вычислить ковариантную производную одноточеч-
ного псевдотензора, по-видимому, встречаются в работах [14,15]. В настоящей работе
обсуждаются новые возможные реализации ковариантного дифференцирования одно-
точечных псевдотензоров, основанные на оригинальных алгебраических алгоритмах
систематического приведения одноточечных псевдотензоров целого веса к абсолют-
ным тензорам с помощью символов перестановок. Обсуждаются минимально необхо-
димые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров. Различные подходы к разви-
тию псевдотензорного формализма можно найти в книгах по тензорному анализу и
механике сплошных сред [4–6,16,17].

2. Необходимые сведения из алгебры и анализа псевдотензоров в евкли-
довом пространстве. Рассмотрим евклидово пространство размерности N . Вве-
дем в рассмотрение локальные базисы, связанные с выбранной системой координат:
ı
s
(s = 1, 2, . . . , N) — локальный ковариантный базис;

s
ı (s = 1, 2, . . . , N) — локальный

контравариантный (взаимный) базис.
Базисные векторы и взаимные базисные векторы удовлетворяют следующему со-

отношению:

ı
s
· kı =

k
δ
s

(k = 1, 2, . . . , N ; s = 1, 2, . . . , N).

Базисные направления и различные способы их нумерации являются фундамен-
тальными понятиями в теории относительных тензоров и ориентируемых многообра-
зий. Речь идет о перестановках ряда чисел 1, 2, . . . , N .

Символы перестановок εs1s2...sN и εs1s2...sN , называемыми также альтернирующи-
ми или дискриминантными символами, являются псевдотензорами и определяются

7Хотя как указывают некоторые авторы [4, c. 159] вес псевдоинвариантнов может быть дробным.
8В микрополярных теориях упругости микроповорот можно описывать абсолютным вектором φs

или одним из двух псевдовекторов
[+1]

φ s,
[−1]

φ s

Переход от одного псевдовектора к другому не чувствителен к зеркальному преобразованию си-
стемы координат.
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согласно
[−1]
ε s1s2...sN =

[+1]
ε s1s2...sN =

= ε(s1, s2, . . . , sN )=


+1, если s1, s2, . . . , sN четная

перестановка ряда чисел 1, 2, . . . , N ;
−1, если s1, s2, . . . , sN нечетная

перестановка ряда чисел 1, 2, . . . , N ;
0, в остальных случаях.

(1)

Из определения (1) видно, что единственной существенной компонентой символов
перестановок будет

ε12...N = ε12...N = 1.

Абсолютные дискриминантные тензоры es1s2...sN и es1s2...sN определяются по ана-
логии с (1). При этом es1s2...sN = eεs1s2...sN , e = e12...N — псевдоскаляр веса +1, яв-
ляющийся косым произведением [1, c. 63–65] векторов ковариантного базиса ı

1
, ı

2
, . . . ,

ı
N
:

dı
1
, ı

2
, . . . , ı

N
c = e (2)

поскольку

det(ı
c

s) = 1, ı
c

s = ı
c
· sı =

s
δ
c
.

Псевдоскаляр e — фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, позволяющий
идентифицировать правые и левые локальные базисные системы.

Можно показать, что детерминант метрического тензора g является псевдоскаля-
ром веса +2, а также e =

√
g для правоориентированного базиса и e = −√g для

левоориентированного базиса.
Несложно заметить, что

es1s2...sN es1s2...sN = εs1s2...sN εs1s2...sN = N ! . (3)

Важно также отметить, что для символов перестановок нарушаются правила жон-
глирования индексами. Поднимать или опускать индексы у символов перестановок
необходимо согласно правилу

εh1h2...hN = e2gh1k1gh2k2 · · · ghNkN εk1k2...kN . (4)

В пространстве трех измерений справедливо

eijk = dı
i
, ı
j
, ı
k
c = (ı

i
× ı

j
) · ı

k
, (5)

тогда
e = dı

1
, ı

2
, ı

3
c = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
. (6)

Отметим, что псевдотензоры легко преобразовывать в абсолютные тензоры при
помощи фундаментального ориентирующиего псевдоскаляра e (см. [7–9]). Для произ-
вольного псевдотензора целого веса w имеем

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = e−w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr . (7)

Здесь и далее в квадратных скобках сверху корневого символа будем указывать
вес псевдотензорного поля, а в круглых скобках снизу — валентность. Нулевые веса и
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ранги не отражаются в обозначениях. То же самое касается весов фундаментальных
величин и ориентирующих псевдоскаляров.

3. Алгебраический алгоритм систематического приведения одноточеч-
ных псевдотензоров произвольной валентности и веса к абсолютным
тензорам. Рассмотрим один алгебраический алгоритм приведения одноточечного
псевдотензора произвольного ранга (s+ r = n) и целого веса w к абсолютному тензо-
ру. В частности, если w > 0, построим абсолютный тензор согласно формуле

T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸

w

. (8)

Аналоги соответствующих псевдотензорных представлений заинтересованный чи-
татель найдет в книге [4, с. 175].

Учитывая свойство символов перестановок (3), можно возвратиться к исходному
псевдотензору с помощью обратного преобразования

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−w T

(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

[+1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw︸ ︷︷ ︸

w

. (9)

Для псевдотензоров с целым отрицательным весом w < 0 соотношения (8) и (9)
примут вид

T
(n+N |w|)

h1h2...hs+N |w|
··...·k1k2...kr =

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[+1]
ε hr+1...hr+N · · ·

[+1]
ε hr+(|w|−1)N+1...hr+N |w|︸ ︷︷ ︸

|w|

, (10)

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−|w| T

(n+N |w|)

h1h2...hs+N |w|
··...·k1k2...kr

[−1]
ε hr+1...hr+N · · ·

[−1]
ε hr+(|w|−1)N+1...hr+N |w|︸ ︷︷ ︸

|w|

. (11)

Для абсолютного тензора T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr хорошо известна реализация ковариантного

дифференцирования9

∇p T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ∂p T

(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+ Γh1qp T

(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr+ · · ·

· · ·+ Γhsqp T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr− Γqk1p T(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr−· · ·−Γqkrp T(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q .

(12)

Ковариантная производная псевдотензора
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr валентности n веса w вы-

числяется согласно (см. [14–16]):

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + Γh1qp

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhsqp

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr−

− Γqk1p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · · − Γqkrp

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...krΓ

q
qp . (13)

9Отметим, что данная реализация ковариантного дифференцирования пригодна для использова-
ния не только в евклидовых, но и в римановых пространствах [2].
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Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольной валентности и целого веса w с помощью соотношения:10

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr = ew∇p

(
e−w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

)
. (14)

В сокращенной записи вместо (14) имеем11:

∇⊗
[w]

T
(n)

= ew
p
ı⊗ ∂p(e−w

[w]

T
(n)

) . (15)

Легко проверить, что

∇⊗
[w]

T
(n)

=
p
ı⊗ (∂p − λp)

[w]

T
(n)
, (16)

где

λp = w
∂pe

e
.

Определение (14) позволяет получить (13) следуя, например, статье [13].

4. Альтернативная схема реализации ковариантного дифференциро-
вания одноточечного псевдотензора. Воспользуемся алгебраическим алго-
ритмом раздела 3 и вычислим ковариантную производную абсолютного тензора

10Формула (14) имеет смысл и для дробных значений w, правда с одним ограничением: в лево-
ориентированных координатных системах значение степени ew должно быть вещественным.

11Оператор Гамильтона определяется согласно: ∇ =
k
ı ∂k.
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T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

. Поскольку он имеет нулевой вес, то согласно (12) имеем:

∇p T
(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=

=
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

1

+

+
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓh1pq

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr

2

+ · · ·

· · ·+
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr

s

−

−
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr

s+1

− · · ·

− · · ·
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+NwΓqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q

s+r=n

−

−Γqpkr+1

[−1]
ε q...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

n+1

− · · ·

· · · − Γqpkr+Nw

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...q

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

n+Nw

.

(17)

Рассмотрим подробнее отрезок формулы (17) между слагаемыми с номерами от n+ 1
до n+Nw. Типичное здесь слагаемое (всего их Nw) имеет вид:

Γqpkr+mN+l

[−1]
ε kr+1...kr+N

1

· · ·
[−1]
ε kr+mN+1...q...kr+(m+1)N

m+1

· · ·
[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

w

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr ,

m = 0, 1, . . . ,w− 1; q = 1, 2, . . . , N ; l = 1, 2, . . . , N ;

(18)

где по индексу q производится суммирование.
Очевидно, что единственным отличным от нуля слагаемым в указанной сумме будет

слагаемое с номером q = kr+mN+l, а именно

Γ
kr+mN+l

pkr+mN+l

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+mN+1...kr+mN+l...kr+(m+1)N

· · ·

· · ·
[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr .

(19)

Здесь по индексу kr+mN+l не производится суммирование. Каждому символу пере-
становок в (19) будет соответствовать следующая сумма Γ–символов

Γ
kr+i
pkr+i

=
∂pe

e
(i = mN + 1,mN + 2, . . . , (m+ 1)N). (20)



АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ СИСТЕМАТИЧЕСКОГО ПРИВЕДЕНИЯ ... 25

Так как в (19) ровно w штук символов перестановок, окончательно получим

Γqpkr+1

[−1]
ε q...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·

· · ·+ Γqpkr+Nw

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...q

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr =

= w
∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw .

(21)

Принимая во внимание вышесказанное, ковариантная производная (17) примет вид
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Воспользовавшись обратным преобразованием (9), определим ковариантную про-
изводную одноточечного псевдотензора на основании

∇p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr=(N !)−w[+1]

ε kr+1...kr+N
[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw∇p T

(n+Nw)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+Nw

=

= (N !)−w[+1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[+1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw×

×
[−1]
ε kr+1...kr+N · · ·

[−1]
ε kr+(w−1)N+1...kr+Nw

[
∂p

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr+

+Γh1pq
[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr − Γqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · ·

· · · − Γqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr

]
=

= ∂p
[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr + Γh1pq

[w]

T
(n)

qh2...hs
··...·k1k2...kr + · · ·+ Γhspq

[w]

T
(n)

h1h2...q
··...·k1k2...kr−

−Γqpk1

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·qk2...kr − · · · − Γqpkr

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...q − w

∂pe

e

[w]

T
(n)

h1h2...hs
··...·k1k2...kr .

(23)

В итоге имеем
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Определенная таким образом ковариантная производная совпадает с (13) и (14).
Отметим, что оба определения (14) и (24) имеют свои преимущества и недостатки.
Определение (14) имеет компактную запись и справедливо для дробных весов, если
дробная степень фундаментального определяющего псевдоскаляра вещественна, ко-
торый может принимать отрицательные значения, но, при этом, вычисление фунда-
ментального определяющего псевдоскаляра требует определения косого произведения
базисных векторов евклидова пространства. Для вычисления производной по опре-
делению (24) не требуется никаких предварительных сведений, кроме определения
символов перестановок (1), что позволяет снять требование евклидовости простран-
ства и вести речь о римановом пространстве. Однако в (24), вес дифференцируемого
псевдотензора должен быть целым.
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ALGEBRAIC ALGORITHM FOR THE SYSTEMATIC REDUCTION OF
ONE-POINT PSEUDOTENSORS TO ABSOLUTE TENSORS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. The paper is devoted to the an algebraic algorithm for the systematic reduction of
one-point pseudotensors of an arbitrary valency and weight to absolute tensors. The weight of
a pseudotensor is assumed to be an integer. The algorithm is based on the transformation of
a one-point pseudotensor of an arbitrary valency and weight by the permutation symbols, both
covariant and contravariant types. Notions and requisite equations from Algebra and the Analysis
of pseudotensors are recalled and discussed. An implementation of covariant differentiation of a
one-point pseudotensor field of an arbitrary valency and weight is manifested and derived by the
proposed algebraic algorithm of pseudotensor transformation. The definition of the pseudotensor
field gradient is introduced and discussed.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, permutation symbol, covariant
derivative, gradient
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