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Аннотация. Рассмотрена одна из форм трехчленных определяющих соотношений теории
упругопластических процессов и представлена методика определения функционалов теории
упругопластических процессов для плоского напряженного состояния и трехмерных винто-
вых траекторий деформирования методом подбора аналитических функций, соответствую-
щих экспериментальным данным. Приведены конкретизированные формулы для определе-
ния функционалов по экспериментальным данным для координат векторов напряжений и
деформаций и их производным по длине дуги траектории деформирования. Результаты вы-
числения функционалов пластичности для трехмерной винтовой траектории деформирова-
ния представлены в наглядной графической форме.
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Введение. Теория упругопластических процессов А.А.Ильюшина [1–3] является
одной из наиболее востребованных теорий пластичности и широко применяется в рас-
четах процессов сложного нагружения материалов при малых деформациях [4–10].
В теории процессов используется векторное (геометрическое) представление истории
изменения напряжений и деформаций в виде образа процесса нагружения или дефор-
мирования, включающего в себя траекторию, в каждой точке которой приписываются
характеристики процесса: векторы напряжений σ̄ и деформаций Э̄ формоизменения,
их приращения dσ̄ и dЭ̄, а также скалярные параметры (температура, среднее на-
пряжение, средняя деформация и др.). Связь между напряжениями и деформациями
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в теории процессов задается определяющими соотношениями, учитывающими ска-
лярные и векторные свойства материалов. Скалярные свойства характеризуют связь
между инвариантами девиаторов напряжений и деформаций; а векторные свойства –
несоосность девиаторов напряжений, деформаций и их приращений. Важной особен-
ностью теории является возможность прямой экспериментальной проверки ее основ-
ных положений и постулатов [4, 11-14].

В практических расчетах широко используются двучленные определяющие соотно-
шения гипотезы компланарности А.А. Ильюшина [3], являющиеся частным случаем
общих трехчленных определяющих соотношений, впервые полученных В.Г. Зубчани-
новым [15]. Суть гипотезы компланарности заключается в том, что вектор напряже-

ний σ̄, вектор его приращения dσ̄ и единичный вектор репера Френе p̂1 =
dЭ̄
ds

, каса-
тельный к траектории деформирования c длиной дуги s, лежат в одной плоскости, то
есть компланарны.
Основные уравнения. В.Г. Зубчанинов в [4] обосновал формулу трехчленных

определяющих соотношений теории упругопластических процессов в виде

dσ̂

ds
= N

dЭ̄
ds

+ (P −N)
σ̄
dЭ̄
ds
σ2

σ̄ −N tgβ sinϑ1 µ̂ (1)

где µ̂- единичный вектор, перпендикулярный плоскости, в которой расположены еди-

ничные векторы p̂1 =
dЭ̄
ds

и σ̂ =
σ̄

σ
, то есть плоскости компланарности (рис. 1); N, P,

tgβ – функционалы упругопластического процесса, определяемые формулами

N =

dσ̄

ds
t̂

dЭ̄
ds
t̂

= − 1

sinϑ1

(
dS1

ds
t1 +

dS2

ds
t2 +

dS3

ds
t3

)
(2)

P =

dσ̄

ds

σ̄

σ
dЭ̄
ds

σ̄

σ

=
dσ

ds

1

cosϑ1
=

1

σ cosϑ1

(
dS1

ds
S1 +

dS2

ds
S2 +

dS3

ds
S3

)
(3)

Q = −N tgβ sinϑ1 =
dσ̄

ds
µ̂ =

dS1

ds
µ1 +

dS2

ds
µ2 +

dS3

ds
µ3 (4)

Рис. 1.
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Здесь ϑ1 – угол между векторами σ̂ и p̂1, называемый углом сближения, для кото-
рого

cosϑ1 = σ̂ · p̂1 =
1

σ

(
S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds

)
, (5)

t̂ = t1ê1 + t2ê2 + t3ê3 (6)

– единичный вектор, расположенный в плоскости компланарности, перпендикуляр-
ный вектору σ̂; аналогично можно разложить и вектор µ̂

µ̂ = µ1ê1 + µ2ê2 + µ3ê3, (7)

где ê1, ê2, ê3 – единичные векторы трехмерного изображающего пространства
А.А. Ильюшина.

Единичный вектор µ̂, показывающий выход из плоскости компланарности, опреде-
ляется векторным произведением векторов p̂1 и σ̂

µ̂ =
p̂1 × σ̂
|p̂1 × σ̂|

=
1

sinϑ1
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ê1 ê2 ê3

dЭ1

ds

dЭ2

ds

dЭ3

ds
S1

σ

S2

σ

S3

σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

σ sinϑ1

[(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
ê1 +

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
ê2 +

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
ê3

]
,

(8)
тогда с учетом (7) его координаты:

µ1 =
1

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
,

µ2 =
1

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
,

µ3 =
1

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
.

(9)

Модуль вектора µ̂ согласно формуле векторного произведения

|µ̂| = |p̂1 × σ̂|
sinϑ1

= |p̂1| · |σ̂| = 1,

для проверки в расчетах можно использовать формулу

|µ̂| =
√
µ2

1 + µ2
2 + µ2

3 = 1.

Единичный вектор t̂ (см. рис. 1) может быть найден разложением на проекции по
направлениям p̂1 и p̂0, то есть

t̂ = p̂0 cosϑ1 − p̂1 sinϑ1, (10)

где p̂0 – единичный вектор, расположенный в плоскости векторов p̂1 и σ̂ (плоскости
компланарности) и перпендикулярный вектору p̂1. Аналогично можно разложить и
единичный вектор σ̂

σ̂ = p̂1 cosϑ1 + p̂0 sinϑ1. (11)
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Из формул (10), (11) следует, что

p̂0 =
1

sinϑ1
σ̂ − cosϑ1

sinϑ1
p̂1, (12)

t̂ =
cosϑ1

sinϑ1
σ̂ − 1

sinϑ1
p̂1 =

=
1

sinϑ1

[(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
ê1 +

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
ê2 +

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
ê3

]
,

(13)
тогда с учетом (6) координаты вектора t̂:

t1 =
1

sinϑ1

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
,

t2 =
1

sinϑ1

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
,

t3 =
1

sinϑ1

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
.

(14)

С учетом σ2 = S2
1 + S2

2 + S2
3 и соотношения (5) выражения (14) можно представить

в виде

t1 =
1

σ2 sinϑ1

[
S2

(
S1
dЭ2

ds
− S2

dЭ1

ds

)
+ S3

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)]
,

t2 =
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
+ S3

(
S2
dЭ3

ds
− S3

dЭ2

ds

)]
,

t3 =
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S3
dЭ1

ds
− S1

dЭ3

ds

)
+ S2

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)]
.

(15)

Скалярное умножение t̂ по (13) и p̂1 =
dЭ
ds

дает соотношение

p̂1 · t̂ = p̂1 ·
(

cosϑ1

sinϑ1
σ̂ − 1

sinϑ1
p̂1

)
=

cos2 ϑ1

sinϑ1
− 1

sinϑ1
= − sinϑ1,

где учтено, что sin2 ϑ1 = 1− cos2 ϑ1.
Формулу для вектора t̂ можно также получить из векторного произведения векто-

ров µ̂ и σ̂ в координатной форме (см. рис. 1)

t̂ =
µ̂× σ̂
|µ̂× σ̂|

=
1

σ sinϑ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ê1 ê2 ê3(
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ds
− S2

dЭ3
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)
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σ
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σ
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=

=
1

σ sinϑ1
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S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
ê1 +

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
ê2 +

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)
ê3

]
.
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Далее представлена проверка ортогональности векторов σ̂, t̂, µ̂. Известно, что два
вектора являются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю. Ска-
лярное произведение векторов σ̂ и t̂:

σ̂ · t̂ =

=
1

σ sinϑ1

[
S1

σ

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
+
S2

σ

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
+
S3

σ

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)]
=

=
1

σ sinϑ1

 S2
1 + S2

2 + S2
3

σ2
cosϑ1 −

S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds
σ

 =

=
1

σ sinϑ1
[ cosϑ1 − cosϑ1] = 0.

Скалярное произведение векторов σ̂ и µ̂:

σ̂ · µ̂ =

=
1

σ2 sinϑ1

[
S1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+ S2

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+ S3

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
= 0

Скалярное произведение векторов t̂ и µ̂ с учетом (9) и (15):

t̂ · µ̂ = t1µ1 + t2µ2 + t3µ3 =

=
1

σ3 sin2 ϑ1

[
S2

(
S1
dЭ2

ds
− S2

dЭ1

ds

)(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+

+S3

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+S1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+

+S3

(
S2
dЭ3

ds
− S3

dЭ2

ds

)(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+S1

(
S3
dЭ1

ds
− S1

dЭ3

ds

)(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)
+

+S2

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
= 0.

Проверка ортогональности выполняется.
Окончательно, с учетом полученных выражений (5), (9), (14) формулы для функ-

ционалов (2), (3), (4) записываются в виде

N = − 1

sin2 ϑ1

[
dS1

ds

(
S1

σ
cosϑ1 −

dЭ1

ds

)
+
dS2

ds

(
S2

σ
cosϑ1 −

dЭ2

ds

)
+
dS3

ds

(
S3

σ
cosϑ1 −

dЭ3

ds

)]
,

P =
S1
dS1

ds
+ S2

dS2

ds
+ S3

dS3

ds

S1
dЭ1

ds
+ S2

dЭ2

ds
+ S3

dЭ3

ds

,

Q =
1

σ sinϑ1

[
dS1

ds

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
+
dS2

ds

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
+
dS3

ds

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

)]
.

Полученные формулы позволяют по экспериментальным данным для координат
вектора деформаций Э1 (s), Э2 (s), Э3 (s) и координат вектора напряжений S1 (s),
S2 (s), S3 (s) и их производным по длине дуги s траектории деформирования найти
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функционалы N, P, Q. В скалярной форме определяющее соотношение (1) с учетом
полученных выражений имеет вид

dS1

ds
= N

dЭ1

ds
+ (P −N) cosϑ1

S1

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S3
dЭ2

ds
− S2

dЭ3

ds

)
,

dS2

ds
= N

dЭ2

ds
+ (P −N) cosϑ1

S2

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S1
dЭ3

ds
− S3

dЭ1

ds

)
,

dS3

ds
= N

dЭ3

ds
+ (P −N) cosϑ1

S3

σ
+

Q

σ sinϑ1

(
S2
dЭ1

ds
− S1

dЭ2

ds

) (16)

Несомненное достоинство данной формы определяющих соотношений (1), (16), что
при Q = 0 она включает, как показано В.Г. Зубчаниновым [4], все известные варианты
гипотезы компланарности (теория пластического течения, деформационная теория
пластичности, модель нелинейно-упруго материала).
Результаты. Далее, на рисунках 2-8 представлены результаты обработки экспе-

риментальных данных [4, табл. 9.4] для пространственной винтовой траектории по-
стоянной кривизны и кручения, которая была реализована в трехмерном девиатор-
ном пространстве деформаций на цилиндрической стальной тонкостенной оболочке в
условиях плоского напряженного состояния и комбинированного воздействия осевой
силы, крутящего момента и внутреннего давления. Выход на криволинейную часть
траектории осуществлялся растяжением образца до значения Э1 = 0, 92 %, затем без
излома реализовано три с половиной витка винта при увеличивающемся значении Э2.
Шаг винта в направлении Э2 составил a =0,25 %, а радиус следа винтовой траектории
на плоскости Э1 − Э3 был равен R =0,5 %. Координаты центра кривизны винтовой
плоскости Э1 − Э3 были равны: Э0

1 = 0, 92 %, Э0
3 = R = 0, 5 %, то есть центр кри-

визны не совпадал с началом координат, такая траектория называется «смещенным»
винтом.

Для вычисления производных
dЭi
ds

,
dSi
ds

(i = 1, 2, 3) по экспериментальным дан-
ным в [4], например, предлагается численное дифференцирование равноотстоящих то-
чек при предварительном сглаживании экспериментальных данных на основе метода
наименьших квадратов. В данной работе предлагается найти и использовать хорошо
соответствующие экспериментальным данным аналитические функции и продиффе-
ренцировать их. Для координат вектора деформаций было принято

Э1 = Э0
1 +R sinϕ, Э2 = b · ϕ =

a

2π
· ϕ, Э3 = R−R cosϕ,

где b = a/2π, ϕ – полярный угол на плоскости Э1−Э3, отсчитываемый от точки начала
винта. Задаваясь углом ϕ можно найти длину дуги траектории деформирования

s = s0 +
√
R2 + b2 · ϕ,

где s0 = Э0
1 = 0, 92 % – значение длины дуги в начальной точке винтовой траектории.

Тогда
dЭ1

ds
= R cosϕ

dϕ

ds
,

dЭ2

ds
= b

dϕ

ds
,

dЭ3

ds
= R sinϕ

dϕ

ds
,

где
dϕ

ds
=

1√
R2 + b2

.
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Графики зависимостей координат вектора деформаций от длины дуги траектории
деформирования s представлены на рисунках 2-4. Экспериментальные точки на ри-
сунках обозначены затушеванными кружками.

Рис. 2. Диаграмма зависимости Э1 − s

Рис. 3. Диаграмма зависимости Э2 − s

Рис. 4. Диаграмма зависимости Э3 − s

Для координат вектора напряжений принимались следующие функции
S1 = 40 + 340 sin(ϕ+ 0, 6), S3 = −10 + 360 sin(ϕ− 0, 9),
S2 = 40 + 700(s− s0) + 25 sin(ϕ− 0, 8)− 35 sin(2ϕ+ 0, 6).

Тогда производные
dS1

ds
= 340 cos(ϕ+ 0, 6)

dϕ

ds
,

dS3

ds
= 360 cos(ϕ− 0, 9)

dϕ

ds
,

dS2

ds
= 700 + 25 cos(ϕ− 0, 8)

dϕ

ds
− 70 cos(2ϕ+ 0, 6)

dϕ

ds
.
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Графики зависимостей координат вектора напряжений от длины дуги траектории
деформирования sпредставлены на рисунках 5-7. Полученные функции хорошо со-
гласуются с данными эксперимента на установившемся участке винтовой траектории
при s > 1, 5 %.

Рис. 5. Диаграмма зависимости S1 − s

Рис. 6. Диаграмма зависимости S2 − s

Рис. 7. Диаграмма зависимости S3 − s

Графики зависимостей посчитанных по формулам (2), (3), (4) функционалов про-
цесса N, P, Q представлены на рис. 8.

Из рис. 8 видно, что зависимости функционалов носят колебательный характер, при
этом явно прослеживается их периодичность. Данные графики нужны для решения
важной задачи построения универсальных аппроксимаций функционалов.



КОНКРЕТИЗАЦИЯ ОБОБЩЕНИЯ ГИПОТЕЗЫ КОМПЛАНАРНОСТИ... 93

Рис. 8. Функционалы N, P, Q в зависимости от s

Таким образом, представленная в статье методика определения функционалов тео-
рии упругопластических процессов для плоского напряженного состояния и трехмер-
ных винтовых траекторий деформирования может быть использована для обработки
экспериментальных данных и построения аппроксимаций функционалов пластично-
сти.
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CONCRETIZATION OF GENERALIZATION OF THE COPLANARITY
HYPOTHESIS FOR ELASTIC-PLASTIC PROCESSES IN A

THREE-DIMENSIONAL SPACE BY A.A. ILYUSHIN

Tver State Technical University, Tver

Abstract. One of the forms of the three-term constitutive relations of the theory of elastic-plastic
processes is considered and a method for determining the functionals of the theory of elastic-
plastic processes for plane stress state and three-dimensional helical strain trajectories by selecting
analytical functions corresponding to experimental data is presented. Concretized formulas for
determining functionals from experimental data for the coordinates of stress and strain vectors
and their derivatives along the length of the arc of the strain trajectory are given. The results of
calculating the plasticity functionals for a three-dimensional helical strain trajectory are presented
in a visual graphical form.

Keywords: theory of elastic-plastic processes, plasticity, coplanarity hypothesis, plasticity
functionals.
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