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Аннотация. На основе модели упрочняющегося упругопластического тела исследовано
напряженно-деформированное состояние кусочно-неоднородного сферического тела под дей-
ствием нагрузок, постоянной внешней, и зависящей от времени внутренней. Получены точные
аналитические решения для полей напряжений и перемещений в упругой, вязкой и пласти-
ческой областях сферического тела. .
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Известно [1-3], что сферические оболочки являются элементами различных кон-
струкций, используемых в технологических сооружениях, которые могут быть под-
вержены воздействию динамических нагрузок. Потому расчет их поведения при воз-
действии динамических нагрузок имеет большое значение.

В настоящей работе в квазистатической постановке рассматривается деформиро-
вание сферической вязкоупругой оболочки с упругопластическим заполнителем [4]
толщины h. по контуру полости радиуса a, равномерно распределена нагрузка P , а
по внешнему контуру радиуса b, нагрузка p, выражения для которых имеют вид:

P = P0e
â

где â′′ – известная константа.
Напряженно деформированное состояние заполнителя в упругой области в осесим-

метричном случае (εθ = εϕ) в сферической системе координат (r, θ, ϕ) определяется
уравнением равновесия:

dσr
dr

+ 2
σr − σθ

r
= 0 (1)
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закон Гука, условием несжимаемости и соотношениями Коши. Решая эту систему
уравнений находим:

w =
A1

r2
, σr = −4µ1

A1

r3
+A2, σθ = 2µ1

A1

r3
+A2 (2)

Из условия отсутствия объемного расширения в пластической области включения
и соотношений Коши получаем:

εr + 2εθ =
dw

dr
+ 2

w

r
= 0

откуда

εθ =
εr
2
, w =

B1

r2
(3)

Из ассоциированного закона пластического течения [2,3]

epij =
(
Sij − cεpij

)
(4)

следует

Sθ = Sϕ, Sθ = −Sr
2

Функция нагружения [2,3]:

(
Sij − cεpij

)(
Sij − cεpij

)
= k2 (5)

принимает вид:

(Sr − cεpr)
2 = k∗2, k∗ =

√
2

3
k (6)

Из соотношений

εer = εr − εpr ; εr =
dw

dr
, εθ =

w

r
, Sr = 2µ (εr − εpr)

получаем

Sr = 2µ

(
2B1

r3
+ εpr

)
(7)

Из соотношений (6) и (7) имеем

εpr =
1

2µ+ c

(
k∗ +

4µB1

r3

)
(8)

Вычисляя

σr − σθ = Sr − Sθ = −3µ

(
2B1

r3
+ εpr

)
из уравнения (1) находим поле напряжений в пластической области включения
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σr = −2µ

[
3k∗

1

2µ+ c
ln (r) + 2B1

(
1− 2µ

2µ+ c

)
1

r3

]
+B2 (9)

σθ = −3µk∗
1

2µ+ c
(1 + 2 ln (r)) + 2µB1

(
1− 2µ

2µ+ c

)
1

r3
+B2

Напряженно-деформированные состояния несжимаемой вязкоупругой оболочки
модели тела Кельвина-Фоихта [5] в осесимметричном случае, определяется уравне-
нием равновесия и соотношениями Коши. Решая эту систему уравнений находим:

σr = −
4
(
µ2С1 + η2С̇

)
r3

+ C2, σθ =
2
(
µ2С1 + η2С̇

)
r3

+ C2, (10)

w =
С1

r2
, εr = −2С1

r3
, εθ = εϕ =

С1

r3
, С̇ =

dC1

dt

для определения неизвестных интегрирования A1, A2, B1, B2, C1, C2 и радиуса γ по-
верхности раздела областей упругого и пластического деформирования заполнителя
имеем:
– граничные условия

σpr = −P0e
â (11)

σbr = −p0, при r = b

– условия сопряжения

we = wp, σer = σpr , σeθ = σpθ при r = γ (12)

– условия контакта (жесткое сцепление) оболочка – включение

wb = we, σbr = σer при r = a+ h (13)

– начальные условия

γ = a, εbr = 0 при t = t∗ (14)

Откуда находим:
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C1 = A1 = B1 =
α2

α1
− P0e

ât

4µ2(α1 + â)
+ C∗1e

−α1t

α1 =
1

η2

{
µ2 +

[
µ1

(
1

γ3
− 1

(a+ h)3

)
+ µ (1− 2µE)

(
1

γ3
− 1

a3

)]}
α2 =

1

4η2
{p0 + 6µk∗E (ln (a)− ln (γ))} , E =

1

2µ+ c
(15)

C∗1 =

(
−α2

α1
+

P0e
ât∗

4µ2(α1 + â)

)
eα1t∗ , C2 = −p0 +

C0

b3

A2 = − C0

(a+ h)3 −
4µ1

(a+ h)3A1 + C2

B2 = 2µ

[
3k∗Eln (a) + 2C1 (1− 2µE)

1

a3

]
− P0e

ât

C0 = 4
(
µ2C1 + η2Ċ

)
и уравнение для определения радиуса упругопластической границы γ.

α∗3Ċ +

{
mu2

ν2
α∗3 −

4µ1

(a+ h)3
− 4µ(1− 2µE)

1

a3
− (16)

− 2

γ3
[µ1 − µ (1− 2µE)]}C1 + 3µk∗E (1 + 2 ln (γ))− 6µk∗Eln (a)− p0 − P0e

ât = 0

где

α∗3 = 4η2

(
1

b3
− 1

(a+ h)3

)
Полагая в уравнении (16) γ = a при t = t∗, приходим к уравнению

α∗2α
∗
3 +

[
1 +

α∗3 (â− α∗1)

4µ2 (â+ α∗1)

]
P0e

ât∗ − p0 +
3
√

2
3µk

∗

2µ+ c
= 0

определяющему нагрузки, при заданных геометрических и физикомеханических па-
раметрах, при которых возникает на внутренней поверхности сферического тела пла-
стическое состояние.
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DYNAMIC DEFORMATION OF A PIECEWISE INHOMOGENEOUS
SPHERICAL BODY

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. Based on the model of a hardening elastic-plastic body, the stress-strain state of a
piecewise inhomogeneous spherical body under the action of constant external and time-dependent
internal loads is investigated. Exact analytical solutions for stress and displacement fields in elastic,
viscous and plastic regions of a spherical body are obtained.
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