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Аннотация. В данной работе численными методами получены оценки для первого собствен-
ного числа краевой задачи модельного дробного дифференциального уравнения, описываю-
щего колебания фрактального осциллятора. Представлены две эмпирические формулы для
максимального собственного числа рассматриваемой модели: как функции параметра урав-
нения и через максимальную и минимальную сумму элементов строк матрицы специального
вида. Оценена погрешность.
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Введение. Актуальность исследуемой проблемы. Механико-математическое
моделирование с использованием дробного исчисления приводит к рассмотрению диф-
ференциальных уравнений с производными дробного порядка. Наиболее полно совре-
менное состояние теории дробного исчисления можно найти в 8-томном издании [1].
В настоящее время уравнения с производными дробного порядка повсеместно при-
меняются, например, в физике [2] - [4] и гидродинамике [5] - [6]. В механике можно
отметить использование дробных дифференциальных уравнений при построении мо-
делей процессов с аномальным режимом [7] - [8] или моделей аномальной диффузии
[9]. В частности, в физике, механике, химии и инженерных науках при механико-
математическом моделировании широко применяется уравнение вида:

Dαu(t) + c ·Dβ u(t) + f(t, u(t)) = 0; 0 < t < T

где Dα и Dβ дробные производные (операторы дробного дифференцирования) поряд-
ка 1 < α ≤ 2 и 1 < β ≤ 2; c – некоторая действительная постоянная, f (t, u) –
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заданная действительнозначная функция двух аргументов, удовлетворяющая неко-
торым дополнительным условиям.

Рассмотрим модельное дробное дифференциальное уравнение из [10], описывающе-
го колебания фрактального осциллятора:

D1+γu (t) + λu (t) = 0, 0 < γ < 1.

В рассматриваемом уравнении оператор дробного дифференцирования определен
следующим образом:

D1+γ =
1

Γ(1− γ)

d

dt

t∫
0

u′(τ)

(t− τ)γ
dτ.

Данное уравнение также является одним из основных уравнений для моделирова-
ния случайного блуждания точечной частицы, которая начинает двигаться в начале
координат в момент времени t= 0 на самоподобном фрактальном множестве.

Как правило, для практических задач наибольшее значение имеет первое собствен-
ное число.

Таким образом, изучается первое собственное число задачи

1

Γ(1− γ)

d

dt

t∫
0

u′(τ)

(t− τ)γ
dτ + λu (t) = 0, 0 < γ < 1 (1)

u (0) = 0, u (1) = 0. (2)
Известно [10], что эта задача эквивалентна уравнению:

·
[
t∫

0

(t− τ)1−γ u(τ)dτ −
1∫
0

t1−γ (1− τ)
1−γ

u(τ)dτ

]
= Γ(2−γ)u(t)

λ .

Согласно [11], исследование собственных значений данного уравнения сводится к
изучению предельного поведения (при неограниченном возрастании порядка матри-
цы) собственных чисел матриц вида · 1nTn−1 (µ), где:
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
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где µ = 1 .
В силу того, что параметр исходной задачи γ ∈(0;1), то и параметр матрицы

µ ∈(0;1).
Основные свойства матриц вида nµTn−1 (µ) , Tn−1 (µ) и 1

nTn−1 (µ) исследованы в
[11]. Отметим, что свойства матрицы nµ · Tn−1 (µ) в случае µ =1 приведены в [12]. В
работах [11] и [12] не изучались собственные числа этих матриц.

Далее рассмотрим максимальное собственное значения матриц вида Tn−1 (µ) и
1
nTn−1 (µ).
Методы исследования и результаты. Найдем с помощью пакета прикладных

программ MATLAB максимальное собственное значение матриц вида Tn−1 (µ) при
различных значениях параметра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности n. Результат
вычислений визуализированы и приведены на рисунке 1. Очевидна линейная связь
между максимальным собственным числом и размерностью матрицы.
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Рис. 1. Максимальное собственное значение матрицы Tn−1(µ) для четырех значениях пара-
метра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности матрицы.

Далее найдем для матрицы 1
nTn−1 (µ)максимальное собственное значение max (n)

при различных значениях параметра в зависимости от размерности, которое при воз-
растании n имеет предельное значение. Соответствующие результаты представлены
на рисунке 2.

Рис. 2. Максимальное собственное значение λmax (n) матрицы 1
nTn−1 (µ) при различных зна-

чениях параметра µ ∈(0;1) в зависимости от размерности.

Расчетные значения предельного максимального собственного значения λmax мат-
риц вида 1

nTn−1 (µ) при различных значениях параметра µ ∈(0;1) приведены в таблице
1.

Зависимость максимального собственного значения λmax от значения параметра µ
можно выразить аналитически с помощью приложения cftool пакета MATLAB (была
использована простейшая модель Фурье):

λmax (µ) ≈ 0.154 + 0.033 cos (3.717µ) + 0.035 sin (3.717µ) . (3)

Коэффициент детерминации составил R2 =0.997.
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µ 0.1 0.15 0.17 0.2 0.21 0.25 0.3 0.4
λmax 0.1924 0.2013 0.2031 0.2043 0.2044 0.2037 0.2005 0.1895
µ 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

λmax 0.1752 0.1596 0.1439 0.1362 0.1287 0.1215 0.1145 0.1078

Таблица 1. Предельное максимальное собственное значение λmax матриц вида 1
nTn−1 (µ) при

различных значениях параметра µ ∈(0;1) при n→∞ с точностью 4 знака после запятой.

Далее, для более точного анализа собственных значений матрицы 1
nTn−1 (µ) с эле-

ментами tij (µ, n− 1), рассмотрим максимальную и минимальную суммы элементов
строк матрицы:

Zmax (µ, n− 1) = max
j=1,n

n∑
i=1

tij (µ, n− 1) ,

Zmin (µ, n− 1) = min
j=1,n

n∑
i=1

tij (µ, n− 1) .

Численно, с помощью пакета прикладных программ MATLAB построим зaвиси-
мость величин Zmax, Zmin и λmax от размера n матрицы 1

nTn−1 (µ). Результат для
µ =0.2 представлен на рисунке 3.

Рис. 3. Зaвисимость величин Zmax, Zmin и λmax от размера n матрицы 1
nTn−1 (0.2).

Можно показать, что максимальное собственное значение матрицы 1
nTn−1 (0.2), не

зависимо от размера матрицы n, делит отрезок между Zmax и Zmin в одном и том же
соотношении, которое зависит от значения параметра µ:

λmax =
Zmax + k (µ) · Zmin

1 + k (µ)
(4)

Проверим формулу (4) численно. На рисунке 4 визуализированы зависимости Zmax,
Zmin, λmax и k (µ) от значения параметра µ, полученные в результате соответствую-
щих вычислений.

Зависимость коэффициента k (µ) от значения параметра µ можно выразить анали-
тически с помощью приложения cftool пакета MATLAB. Будем использовать дробно



140 Л.В. КИРЬЯНОВА

Рис. 4. Зависимость Zmax, Zmin, λmax и k (µ) от значения параметра µ.

– линейную функцию. Графический результат работы приложения представлен на
рисунке 5.

Рис. 5. Зависимость коэффициента k (µ) от значения параметра µ в виде дробно – линейной
функции.

Аналитический вид дробно – линейного приближения зависимости коэффициента
k (µ) от значения параметра µ следующий:

k (µ) =
0.41− 0.22µ

0.05 + µ
. (5)

Коэффициент детерминации составил R2 = 0.99.
Теперь оценим точность формулы (3).
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В таблице 2 приведены значения максимального собственного значения и его оце-
нок, рассчитанных по формулам (4) – (5) в зависимости от значений параметра µ:

λ̂max =
(0.05 + µ)Zmax + (0.41− 0.22µ)Zmin

0.46 + 0.78µ
. (6)

При верификации были использованы такие значения параметра µ, которые не
вошли в Таблицу 2.

Последняя строка Таблицы 2 содержит относительную погрешность δ оценки мак-
симального собственного значения в %, то есть

δ =

∣∣∣∣∣λmax − λ̂maxλmax

∣∣∣∣∣ · 100%.

µ 0.15 0.21 0.3 0.4 0.6 0.8 0.95
λmax 0.201 0.204 0.201 0.190 0.160 0.129 0.108
λ̂max 0.205 0.207 0.200 0.186 0.156 0.129 0.112
δ, % 0.020 0.015 0.005 0.021 0.025 0.000 0.037

Таблица 2. Значения λmax , его оценки λ̂ и погрешности оценки δ в зависимости от значения
параметра µ.

Выводы. Таким образом, использованный в работе метод сведения изучения соб-
ственных значений краевой задачи (1) – (2) к изучению предельного поведения соб-
ственных чисел матрицы специального вида, позволил численно подтвердить полу-
ченные формулы (3) и (6) для максимального собственного значения краевой задачи
(1) – (2), как функции порядка дробной производной модельного дробного дифферен-
циального уравнения. Коэффициенты детерминации при аналитическом сглаживании
функции, найденной таблично, составили 0.99 и 0.997. Максимальная относительная
погрешность, как следует из Таблицы 2, равна 0.037 %.
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Abstract. In this paper, numerical methods are used to obtain estimates for the first eigenvalue
of the boundary value problem of a model fractional differential equation describing oscillations of
a fractal oscillator. Two empirical formulas are presented for the maximum eigenvalue of the model
under consideration: as a function of the equation parameter and in terms of the maximum and
minimum sum of row elements of a matrix of a special form. There is an error estimate.
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