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В настоящее время с ростом населения крупных городов все актуальнее становятся
вопросы и проблемы, возникающие при строительстве высотных зданий и сооруже-
ний. Одной из важных проблем является расчет при проектировании указанных зда-
ний на воздействие нагрузок, в частности ветровых нагрузок. Одними из наиболее рас-
пространенных и недорогих в производстве изделий, используемых в строительстве,
являются изделия на основе бетонов. Задачи живучести бетонных и железобетон-
ных стержневых систем рассматриваются в достаточно большом количестве научных
исследований [1–5]. Расчеты зданий и сооружений из железобетонных стержневых
систем на действие различных нагрузок приведены в работах [6–8]. Известно [9–11],
что диаграммы деформирования бетонов демонстрируют существенную нелинейность
при растяжении и сжатии. Учет физической нелинейности деформирования бетонов,
а также его разносопротивляемость растяжению и сжатию был рассмотрен в рабо-
тах [12–26]. В данной работе будем рассматривать высотные здания из физически
нелинейных стержней с учетом массовых сил.

Рассмотрим конструктивную схему связевого каркаса многоэтажного здания из же-
лезобетона с поперечным расположением рам (рис. 1). Рассмотрим плоскую раму (рис.
2) под действием вертикальных нагрузок, где ригели с колоннами соединяются шар-
нирно.

Рис. 1. Конструктивная схема каркаса многоэтажного здания из железобетона

Стержневые элементы в рассматриваемой раме будем обозначать двузначными ин-
дексами i, j, где i = 1, ..., n1, j = 1, ..., n2.

Обозначим через li, i = 1, ..., n1 длины ригелей, hj , j = 1, ..., n2 – высоты колонн в
рассматриваемой раме (рис. 2).
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Рис. 2. Поперечная рама

На рассматриваемый железобетонный ригель действует распределенная нагрузка
qi,j , направленная вертикально вниз.

На колонну действует продольная сила Nz от стоящей выше колонны и равнодей-
ствующая от опорных усилий в месте шарнирного соединения ригеля и колонны.

Каждый из ригелей будем рассматривать как многослойную бетонную конструк-
цию, где в каждом из слоев может быть реализована своя марка бетона. Будем счи-
тать, что ригели имеют одинаковое поперечное сечение вдоль всей длины. Для просто-
ты последующих расчетов ограничимся случаем трехслойных конструкций, имеющих
симметричное относительно осей OX и OY поперечное сечение (рис. 3), где на указан-
ном рисунке через bi,j,k и �i,j,k обозначены параметры поперечного сечения ригеля.
Индексы i, j в обозначениях bi,j,k и �i,j,k означают место расположения ригеля в раме
(рис. 2), k – порядковый номер слоя в сечении (рис. 3).

Аналогично ригелям, колонны также примем трехслойными, где через b0i,j,k и �0
i,j,k

обозначены параметры поперечного сечения, которым в дальнейшем, чтобы отличать
от ригелей, будем дописывать штрих в обозначениях (рис. 4).

Исходя из того, что реальные диаграммы демонстрируют существенную нелиней-
ность при растяжении и сжатии, в качестве зависимости между напряжениями и
деформациями в i-ом слое стержня для случая �"⇤�i,j,k < "  "⇤+i,j,k будем использовать
аппроксимацию указанной диаграммы полиномами второго порядка

�i,j,k = A2
1,i,j,k"+A2

2,i,j,k"
2, (1)
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Рис. 3. Поперечное сечение бетонного ригеля

Рис. 4. Поперечное сечение бетонной колонны

где "⇤+i,j,k, -"⇤�i,j,k – предельная деформация упрочнения при растяжении и сжатии ма-
териала k-го слоя стержня i, j, A2

1,i,j,k, A
2
2,i,j,k – физические параметры, определяемые

из реальной диаграммы растяжения и сжатия бетонов k-го слоя соответствующе-
го стержня. Указанные коэффициенты можно получить, имея реальные диаграммы
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растяжения и сжатия бетонов, либо использовать соотношения, имея основные физи-
ческие характеристики бетонов, таких как пределы прочности, модули упругости и
предельные деформации при растяжении и сжатии [9, 27]. Значения коэффициентов
(1), сопоставление реальных диаграмм деформирования и диаграмм, построенных по
соотношениям (1), приведены в работе [20]. Для колонн коэффициенты A2

1,i,j,k, A
2
2,i,j,k

в зависимости (1) будем указывать со штрихом, без штриха будем подразумевать, что
указанные коэффициенты относятся к ригелям.

Случай равенства или превышения значения деформации "⇤+i,j = min{"⇤+i,j,k} или
"⇤�i,j = min{"⇤�i,j,k} будем считать случаем потери несущей способности стержня.

Во всех последующих расчетах будем использовать обезразмеренные величины

�̃ =
�

��
1⇤
, b̃i,j,k =

bi,j,k
l1

, �̃i,j,k =
�i,j,k

l1
, l̃i =

li
l1
, h̃i =

hi
l1
, (2)

q̃ = q
1

l1�
�
1⇤
, Q̃ = Q

1

l21�
�
1⇤
, Ñ = N

1

l21�
�
1⇤
, M̃ = M

1

l1�
�
1⇤
, w̃ =

w

l1
,

где обезразмеривающие величины: ��
1⇤ – предел прочности при сжатии бетона марки

B10, l1 – длина ригеля 1, 1; q – величина распределенной нагрузки, Q – величина
перерезывающей силы, M – величина изгибающего момента, N – продольного усилия,
w – величина прогиба.

В дальнейшем индекс � ˜ � над величинами будем опускать и полагать, что они
являются обезразмеренными, если это не оговорено специально.

При рассмотрении ригелей начало координат O поместим в левый конец в центр
поперечного сечения, ось OZ направим вертикально вверх, ось OX направим вдоль
оси ригеля (рис. 3).

В данной работе ограничимся рассмотрением случая, когда ось стержня совпадает
с нейтральной линией. Случай несовпадения нейтральной линии с осью стержня при
продольно-поперечном изгибе рассмотрен в работе [28].

Для рассматриваемых стержней будем считать справедливыми кинематические ги-
потезы Кирхгофа-Лява, тогда будут справедливы соотношения

"(y, z) = �z{z(y), {z(y) =
d2w0(y)

dy2
, (3)

где {z(y) – кривизны осевой линии ригеля, w(y) – величина прогиба ригеля.
Из соотношений (3) видно, что в рамках принятой системы координат и действую-

щих нагрузок на ригель кривизна кривой прогиба {z(y) положительна, а сама кривая
прогиба имеет выпуклость вниз. Соответственно, знак деформации в ригеле "(y, z) < 0
при z > 0 и "(y, z) > 0 при z < 0. Из соотношений (1) видно, что аналогичные знаки
имеют и напряжения: �i,j,k < 0 при z > 0 и �i,j,k > 0 при z < 0.

Для колонн начало координат O поместим в верхний конец в центр поперечного
сечения, ось OZ направим вертикально вниз вдоль оси колонны. Для колонн дефор-
мация определяется из соотношений

"(z) = e0(x) =
dw0(z)

dz
. (4)
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Нагрузки и условия закрепления ригеля таковы, что имеем случай прямого изгиба,
тогда дифференциальные уравнения равновесия имеют вид

d2Mx

dy2
= qi,j , Q =

dMx

dy
, (5)

где Mx(y) – проекция вектора изгибающего момента на ось Ox, Q – величина пере-
резывающей силы, qz – величина нагрузки на ригель, которую будем считать равно-
мерно распределенной по длине ригеля.

Уравнения равновесия для колонн имеют вид
dN

dz
= �qj , (6)

где N – величина продольного усилия, qj – распределенная нагрузка, вызванная соб-
ственной массой колонны.

Из условия того, что стержни являются шарнирно опертыми, справедливы соотно-
шения

w(0) = 0, w(li) = 0, Mx(0) = 0, Mx(li) = 0. (7)

Для колонны i, j из условия закрепления имеем

w(0) = 0, (8)

также для данной колонны i, j (рис. 4) в верхней точке должны быть справедливы
условия непрерывности усилий, которые с учетом того, что на колонну действуют
продольные усилия от соседних ригелей, примут вид

N(hj) = Ni,j +N 00
i�1,j +N 0

i,j , Q(hj) = 0, (9)

где Ni,j равно величине продольного усилия в колонне выше i, j +1 в месте защемле-
ния, если j = n2, то, т. к. на верхнюю колонну не действует нагрузка, имеем Ni,n2 = 0.
Значения продольных усилий от реакций оснований рядом расположенных ригелей
в месте шарнирного соединения с колонной обозначены через N 0

i,j , N 00
i,j , причем для

крайних колонн справедливо N 00
0,j = 0, N 0

n1,j = 0.
Величина изгибающего момента в ригеле i, j в случае одноосного напряженного

состояния и поперечного сечения ригеля, изображенного на рис. 3, определяется из
соотношений

Mx = �4
2X

i=1

ZZ

S
z�idS, (10)

которые, с учетом связи напряжений и деформаций по закону (1), и соотношений (3)
примут вид

Mx = �4

Z �i,j,1

0
dz

Z bi,j,1

0
z�i,j,1dx� 4

Z �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

Z bi,j,2

0
z�i,j,2dx = (11)

= �4

Z �i,j,1

0
dz

Z bi,j,1

0
z
�
A1,i,j,1"+A2,i,j,1"

2
�
dx�

�4

Z �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

Z bi,j,2

0
z
�
A1,i,j,2"+A2,i,j,2"

2
�
dx =
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= �4

Z �i,j,1

0
dz

Z bi,j,1

0

�
�A1,i,j,2z{z(y) +A2,i,j,2z

2{z(y)
2
�
dx�

�4

Z �i,j,1+�i,j,2

�i,j,1

dz

Z bi,j,2

0

�
�A1,i,j,2z{z(y) +A2,i,j,2z

2{z(y)
2
�
dx =

= Bi,j,1{z(y) +Bi,j,2{2
z(y),

где постоянные Bi,j,1, Bi,j,2 можно определить из соотношений

Bi,j,1 =
4

3
�3

i,j,1bi,j,1A1,i,j,1 +
4

3

�
�3

i,j,2 + 3�2
i,j,1�i,j,2 + 3�i,j,1�

2
i,j,2

�
bi,j,2A1,i,j,2,

Bi,j,2 = ��4
i,j,1bi,j,1A2,i,j,1 �

⇣
{�i,j,1 +�i,j,2}4 ��4

i,j,1

⌘
bi,j,2A2,i,j,2.

Из полученных выражений видно, что для полученных коэффициентов справедли-
вы неравенства Bi,j,1 > 0, Bi,j,2 < 0.

Выражение для момента (11) в ригеле можно написать как функцию от прогиба

Mx = Bi,j,1
d2w0(y)

dy2
+Bi,j,2

✓
d2w0(y)

dy2

◆2

. (12)

Подставим выражение момента (12) в уравнение равновесия (5), тогда получим
дифференциальное уравнение

Bi,j,1
d4w0

dy4
+ 2Bi,j,2

d3w0

dy3
+ 2Bi,j,2

d2w0

dy2
d4w0

dy4
= qi,j . (13)

Из решения уравнения (13) с условиями на границах (7) можно определить вели-
чину изгибающего момента и перерезывающей силы вдоль всей его длины.

Более простой вид уравнения (13) можно получить, если проинтегрировать урав-
нение (5)

Z y

0

d2Mx

dy2
dy = qi,jy, (14)

которое перепишем в виде
dMx

dy
= qi,jy +Q(0). (15)

Интегрируя уравнение (14) с учетом (7), получим соотношения для изгибающего
момента

Mx = qi,j
y2

2
+Q(0)y, Mx = qi,j

✓
y2

2
� l2i

2

◆
+Q(0)(y � li). (16)

Исключая из уравнений (16) величину перерезывающей силы в левом краю ригеля
Q(0), получим выражение для изгибающего момента

Mx = qi,j
y2

2
� li

2
qi,jy. (17)

Из соотношений (17) видно, что с учетом того, что все нагрузки направлены вер-
тикально вниз, т. е. qi,j < 0, величина изгибающего момента Mx всюду положительна
по всей длине ригеля.
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Из соотношений (12), (17) получим уравнение для определения прогибов в ригеле
✓
d2w0

dy2

◆2

+
Bi,j,1

Bi,j,2

d2w0

dy2
= y2

qi,j
2Bi,j,2

� y
liqi,j
2Bi,j,2

. (18)

Уравнение (14) является квадратным относительно d2w0
dy2 и, соответственно, имеет

два решения. Из этих двух решений выберем то решение, которое соответствует ра-
венству 0 второй производной прогиба при отсутствии нагрузок. Так как Bi,j,1 > 0,
Bi,j,2 < 0, то равенство нулю второй производной прогиба при qi,j = 0 будет только
при условии знака минус в решении перед корнем

d2w(y)

dy2
= � Bi,j,1

2Bi,j,2
�

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j), (19)

Выражение под корнем в соотношениях (19) должно быть неотрицательным, соот-
ветственно, должно быть справедливо

B2
i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2

�
y2qi,j � yliqi,j

�
> 0,

принимая во внимание, что Bi,j,2 < 0, а выражение y2qi,j � yliqi,j > 0, получим огра-
ничение для нагрузок на ригели qi,j

qi,j > �
2B2

i,j,1

Bi,j,2(y2 � yli)
. (20)

Правая часть полученного выражения (20) отрицательна и по модулю достигает
минимального значения в середине пролета ригеля y = li/2. Тогда для того, чтобы
выражение (20), выполнялось по всей длине ригеля, должны выполняться ограниче-
ния на действующие нагрузки qi,j

qi,j > �
8B2

i,j,1

l2iBi,j,2
. (21)

Если проинтегрировать уравнение (19), то можно получить

dw0(y)

dy
=

dw0(y)

dy

����
y=0

� Bi,j,1y

2Bi,j,2
�
Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy, (22)

которое, если проинтегрировать его с учетом условий на границе
w0(0) = 0, w0(li) = 0, (23)

можно получить соотношения для прогиба

w0(y) =
dw0(y)

dy

����
y=0

y � Bi,j,1y2

4Bi,j,2
�
Z y

0
dy

Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy, (24)

w0(y) =
dw0(y)

dy

����
y=0

(y � li)�
Bi,j,1(y2 � l2i )

4Bi,j,2
� (25)

�
Z y

li

dy

Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy.
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Решая совместно уравнения (24) и (25), можно получить значение dw0(y)
dy

dw0

dy

����
y=0

= li
Bi,j,1

4Bi,j,2
+

1

li

Z li

0
dy

Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy. (26)

Из соотношений (24), (26) можно окончательно получить выражения для прогиба
ригеля

w0(y) =

 
li
Bi,j,1

4Bi,j,2
+

1

li

Z li

0
dy

Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy

!
y� (27)

�Bi,j,1y2

4Bi,j,2
�
Z y

0
dy

Z y

0

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)dy.

Из соотношений (3), (19) можно получить выражение для опеределения деформа-
ции в ригеле

"(y, z) = �z
d2w0

dy2
= �z

 
� Bi,j,1

2Bi,j,2
�

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

+
1

2Bi,j,2
(y2qi,j � yliqi,j)

!
. (28)

Рассмотрим случай z > 0, тогда деформация будет отрицательная и в рамках ре-
шаемой задачи значение деформации должно удовлетворять неравенствам

�"⇤�i,j,1 < "(y, z), 0  z  �i,j,1, (29)

�"⇤�i,j,2 < "(y, z), �i,j,1  z  �i,j,1 +�i,j,2,

где �"ki,j,k – предельная деформация сжатия k-го слоя материала стержня.
Исходя из уравнения деформации "(y, z) видно, что она возрастает по модулю ли-

нейно с увеличением z, соответственно, наибольшее по модулю значения будут на
верхних границах каждого слоя, т. е. при z = �i,j,1 и при z = �i,j,1 +�i,j,2.

В местах закрепления ригеля y = 0 и y = li деформация "(y, z) равна нулю и
достигает наибольшего по модулю значения в середине пролета ригеля y = li/2, тогда
можно получить соотношения для первого фазового материала стержня

�"⇤�i,j,1 < ��1

 
� Bi,j,1

2Bi,j,2
�

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

�
qi,jl2i
8Bi,j,2

!
,

которые перепишем в виде

"⇤�i,j,1
�1

> � Bi,j,1

2Bi,j,2
�

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

�
qi,jl2i
8Bi,j,2

,

а указанное неравенство запишем
s

B2
i,j,1

4B2
i,j,2

�
qi,jl2i
8Bi,j,2

> � Bi,j,1

2Bi,j,2
�

"⇤�i,j,1
�1

.

Если возвести в квадрат обе части полученного выражения, получим ограничение
для внешней нагрузки qi,j

qi,j > 2
B2

i,j,1

l2iBi,j,2
� 8Bi,j,2

l2i

 
Bi,j,1

2Bi,j,2
+

"⇤�i,j,1
�1

!2

. (30)
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Аналогичные соотношения можно получить для второго слоя, при которых дефор-
мация не превысит своих предельных значений

qi,j > 2
B2

i,j,1

l2iBi,j,2
� 8Bi,j,2

l2i

 
Bi,j,1

2Bi,j,2
+

"⇤�i,j,2
�1 +�2

!2

. (31)

Для случая z < 0 имеем, что деформация положительна в рассматриваемых слоях,
следовательно, должны выполняться соотношения

"(y, z)  "⇤+i,j,1, ��i,j,1  z  0, (32)

"(y, z)  "⇤+i,j,2, ��i,j,1 ��i,j,2  z  ��i,j,1.

Аналогично, рассуждая, как и для случая сжатия, имеем

�1

 
� Bi,j,1

2Bi,j,2
�

s
B2

i,j,1

4B2
i,j,2

�
qi,jl2i
8Bi,j,2

!
< "⇤+i,j,1,

которое перепишем в виде
s

B2
i,j,1

4B2
i,j,2

�
qi,jl2i
8Bi,j,2

> � Bi,j,1

2Bi,j,2
�

"⇤+i,j,1
�1

,

откуда окончательно получим для нагрузок неравенство

qi,j > 2
B2

i,j,1

l2iBi,j,2
� 8Bi,j,2

l2i

 
Bi,j,1

2Bi,j,2
+

"⇤+i,j,1
�1

!2

, (33)

которое для оставшегося слоя имеет вид

qi,j > 2
B2

i,j,1

l2iBi,j,2
� 8Bi,j,2

l2i

 
Bi,j,1

2Bi,j,2
+

"⇤+i,j,2
�1 +�2

!2

. (34)

Таким образом, для того, чтобы деформация не превышала предельные значения
в соответствующих слоях, необходимо, чтобы нагрузка qi,j удовлетворяла соотноше-
ниям (30), (31), (33), (34). Также для существования решения необходимо, чтобы на-
грузка удовлетворяла соотношениям (20).

Из соотношений (5), (17) можно найти силу реакций опор и величины сил (9), с
которой ригели воздействуют на колонны

N 0(i, j) = N 00(i, j) = qi,jli/2. (35)

Продольное усилие в колонне i, j с поперечным сечением, изображенным на рис. 4,
определяется из соотношений

N = 4
2X

i=1

ZZ

S
�i,j,kdS, (36)
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которые, с учетом связи напряжений и деформаций по закону (1) и соотношений (4),
примут вид

N = 4

Z �0
i,j,1

0
dy

Z b0i,j,1

0
�i,j,1dx+ 4

Z �0
i,j,1+�0

i,j,2

�0
i,j,1

dy

Z b0i,j,2

0
�i,j,2dx = (37)

= 4

Z �0
i,j,1

0
dy

Z b0i,j,1

0

�
A0

1,i,j,1"+A0
2,i,j,1"

2
�
dx+

+4

Z �0
i,j,1+�0

i,j,2

�0
i,j,1

dy

Z b0i,j,2

0

�
A0

1,i,j,2"+A0
2,i,j,2"

2
�
dx =

= 4

Z �0
i,j,1

0
dy

Z b0i,j,1

0

�
A0

1,i,j,1e0(z) +A0
2,i,j,1e

2
0(z)

�
dx+

+4

Z �0
i,j,1+�0

i,j,2

�0
i,j,1

dy

Z b0i,j,2

0

�
A0

1,i,j,1e0(z) +A0
2,i,j,1e

2
0(z)

�
dx =

= Ci,j,1e0(z) + Ci,j,2e
2
0(z),

где постоянные Ci,j,1, Ci,j,2 определяются из соотношений
Ci,j,1 = 4�0

i,j,1b
0
i,j,1A

0
1,i,j,1 + 4�0

i,j,2b
0
i,j,2A

0
1,i,j,2 + 4�0

i,j,3b
0
i,j,3A

0
1,i,j,3,

Ci,j,2 = 4�0
i,j,1b

0
i,j,1A

0
2,i,j,1 + 4�0

i,j,2b
0
i,j,2A

0
2,i,j,2 + 4�0

i,j,3b
0
i,j,3A

0
2,i,j,3.

Как видно из полученных соотношений, постоянные Ci,j,1 и Ci,j,2 положительны.
При заданных нагрузках деформация осевой линии стержня e0(z) и продольное уси-
лие N должны быть отрицательны.

Выражение для продольного усилия (37) в колонне можно написать как функцию
от прогиба

N = Ci,j,1
dw0(z)

dz
+ Ci,j,2

✓
dw0(z)

dz

◆2

. (38)

Подставим выражение продольного усилия в уравнение равновесия (6), тогда по-
лучим

Ci,j,1
d2w0

dz2
+ 2Ci,j,2

dw0

dz

d2w0

dz2
= �qj . (39)

Для определения величины прогиба в колонне необходимо решить дифференци-
альное уравнение (39) с граничным условием (5). По соотношениям (4) необходимо
определить деформации в колонне и указанные деформации не должны превышать
предельные значения для материалов каждого слоя.

Вместо дифференциального уравнения (39) можно получить более простые соот-
ношения, если учесть, что задача о защемленном с одного края стержне является
статически определимой (рис. 5).

Из уравнения равновесия (6) и граничных условий на вершине колонны (9) имеем

Z x

hj

dN

dz
= �qj(z � hj), (40)

которое перепишем в виде
N = N(hj)� qj(z � hj), (41)
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Рис. 5. Колонна, защемленная с одного края и свободная с другого

откуда окончательно получим

N = Ni,j � qj(z � hj). (42)

Из (38), (42) получим дифференциальное уравнение для определения перемещений
в колоннах

Ci,j,1
dw0(z)

dz
+ Ci,j,2

✓
dw0(z)

dz

◆2

= Ni,j � qj(z � hj), (43)

с условиями на границе

w0(0) = 0. (44)

Уравнение (43) перепишем в виде
✓
dw0(z)

dz

◆2

+
Ci,j,1

Ci,j,2

dw0(z)

dz
=

Ni,j

Ci,j,2
� qj

Ci,j,2
(z � hj). (45)

Решив квадратное уравнение (45) относительно dw0
dz , получим

dw0

dz
= � Ci,j,1

2Ci,j,2
±

s
C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j � qj(z � hj)). (46)

Для выбора нужного знака в соотношениях (46) нужно выбрать решение, которому
соответствует равенство нулю правой части при отсутствии нагрузок, соответственно,
нужно взять со знаком плюс, тогда, с учетом (44), находим выражение для прогиба
колонны

w0(z) =

Z z

0

 
� Ci,j,1

2Ci,j,2
+

s
C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j � qj(z � hj))

!
dz. (47)

Тогда получим из соотношений (4), (46) выражение для деформации

" =
dw0

dz
= � Ci,j,1

2Ci,j,2
+

s
C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j � qj(z � hj)). (48)

Как видно из уравнения (48), деформация с увеличением нагрузок Ni,j и qj возрас-
тает по абсолютной величине. Значение под корнем в выражении деформации должно
быть неотрицательно

C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j � qj(z � hj)) > 0, (49)
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причем наименьшее значение левой части выражения (49) достигается в месте защем-
ления z = 0, тогда для нагрузок получим ограничение

C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j + qjhj) > 0,

откуда получим

Ni,j + qihj > �
C2
i,j,1

4Ci,j,2
. (50)

Также деформация не должна превышать предельные значения для каждого из
составляющих фазовых материалов, если принять

"⇤�i,j = min{"⇤�i,j,k}, k = 1, 2, (51)

тогда получим соотношения для нагрузок, при которых деформация не превышает
предельных значений в месте защемления, где деформация наибольшая по абсолют-
ной величине

� Ci,j,1

2Ci,j,2
+

s
C2
i,j,1

4C2
i,j,2

+
1

Ci,j,2
(Ni,j � qj(z � hj)) > �"⇤�i,j , (52)

из соотношений (52) получим

Ni,j + qjhj > Ci,j,2

✓
Ci,j,1

2Ci,j,2
� "⇤�i,j

◆2

�
C2
i,j,1

4Ci,j,2
. (53)

Величины нагрузок, с которыми колонна действует на ниже расположенную колон-
ну, можно определить из выражения (42)

Ni,j�1 = Ni,j + qjhj . (54)

Решение задачи сводится к определению, при заданных нагрузках на ригели qi,j , по
соотношениям (35) нагрузок на соседние колонны. По соотношениям (27) определя-
ются прогибы ригелей, границы нагрузок qi,j , при которых деформация не превышает
предельных значений для каждого фазового материала ригеля, определяются нера-
венствами (20), (30), (31), (33), (34).

Для расчета прогибов и деформаций колонн по соотношениям (47), (48) необходимо
знать нагрузки от вышестоящих колонн, поэтому расчет необходимо делать, начиная
с верхних этажей, последовательно применяя формулу (54).

При расчете с учетом массовых нагрузок необходимо в выражение qi,j нагрузок
на ригели добавить нагрузку, вызванную массовыми силами, и в распределенные на-
грузки на колонны qj подставить выражение для массовых сил для колонн. В случае
отсутствия массовых сил в расчетах следует брать qi,j без учета массовых сил, а qj
принять равной 0.
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