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Аннотация. В работе для случая плоского напряженного состояния получены определя-
ющие соотношения связи за пределом упругости между напряжениями и деформациями в
скоростях. За параметр прослеживания принимается обобщенное время, монотонно возрас-
тающее в процессе деформирования. Представленные соотношения с конкретизированными
функционалами пластичности позволяют решать краевые задачи в рамках теории упруго-
пластических процессов с использованием метода конечных элементов в скоростях.
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Для решения краевых задач теории пластичности в расчете должны использовать-
ся физические соотношения, адекватно описывающие свойства конструкционных ма-
териалов. В известных программных комплексах по расчету элементов конструкций
за пределом упругости современная теория упругопластических процессов пока не
используется. При неоднородном НДС краевых задач на основе соотношений теории
упругопластических процессов решено мало [1-4]. Сейчас имеется достаточно боль-
шое количество экспериментальных данных о свойствах материалов при сложном
(непропорциональном) нагружении и деформировании [5-8], а также предложены ма-
тематические модели [5, 9-15] в рамках теории упругопластических процессов, вери-
фикация которых проведена при сопоставлении с экспериментальными данными. В
данной статье обсуждается новая форма определяющих соотношений теории упруго-
пластических процессов, теоретически обоснованная В.Г. Зубчаниновым [5]. Удобство
этих определяющих соотношений состоит в том, что они приводятся к удобной форме
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связи между скоростями напряжений и деформаций. Под скоростями напряжений и
деформаций понимаются их первые производные по произвольному монотонно воз-
растающему параметру прослеживания процесса упругопластического деформирова-
ния (обобщенному времени). Существенной особенностью этой формы определяющих
соотношений является то, что из трех функционалов пластичности N,P,Q, содержа-
щихся в соотношениях, первые два определяются так же, как и в гипотезе компланар-
ности А.А. Ильюшина [5, 16]. Третий функционал Q распространяет соотношения на
общий случай плоского напряженного состояния. В этом смысле такая форма опреде-
ляющих соотношений может рассматриваться как общение гипотезы компланарности
[16].

Трехчленное определяющее соотношение теории упругопластических процессов
для плоского напряженного состояния и пространственных траекторий деформиро-
вания может быть записано в виде [5, 16] :

d�̄

ds
= N

dЭ̄
ds

+ (P �N) cos#1
�̄

�
+Qµ̂, (1)

где

�̄ = S1ê1 + S2ê2 + S3ê3

– вектор напряжений в трехмерном изображающем девиаторном пространстве
А.А. Ильюшина [5]; � =

p
S2
1 + S2

2 + S2
3 – его модуль; ê1, ê2, ê3 – единичные векторы

(орты) трехмерного изображающего пространства А.А. Ильюшина;
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– вектор скорости деформаций, направленный по единичному вектору репера Френе
p̂1, касательному к траектории деформирования в каждой ее точке; s – длина дуги
траектории деформирования;

µ̂ = µ1ê1 + µ2ê2 + µ3ê3

– единичный вектор, перпендикулярный плоскости компланарности, то есть плоско-
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N, P, Q – функционалы пластичности, определяемые из экспериментов.
Как будет показано ниже, существенной особенностью определяющих соотноше-

ний (1) является возможность решения краевых задач для произвольного плоского
напряженного состояния в конструкциях, находящихся в условиях упругопластиче-
ского деформирования.

Для координат единичного вектора µ̂ получено [16]:
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тогда в скалярной форме определяющее соотношение (1) примет вид
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(3)

С учетом формулы (2) преобразуем соотношения (3) так, чтобы каждое слагае-
мое в правой части содержало как множитель производную от компонента вектора
деформации по длине дуги траектории деформирования, то есть
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Для плоского напряженного состояния при использовании модели несжимаемого
материала координаты векторов напряжений и деформаций связаны соответственно
с компонентами �x, �y, ⌧xy тензора напряжений и компонентами "x, "y, �xy
тензора деформаций соотношениями [5]
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Тогда, с учетом (5) для модуля вектора напряжений � и косинуса угла #1 по (2) при
переходе от компонент векторов напряжений и скоростей деформаций к компонентам
тензоров напряжений и скоростей деформаций получим
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где �i – интенсивность напряжений;
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С учетом (5), (6) определяющие соотношения можно записать через компоненты
тензоров напряжений и деформаций
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Окончательно, определяющие соотношения теории упругопластических процессов
в скалярной форме через компоненты тензоров напряжений и деформаций можно
представить в виде
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где упругопластические характеристики
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Если вместо длины дуги траектории деформации s прослеживать процесс дефор-
мирования по любому другому монотонно возрастающему параметру t (обобщенному
времени), то с учетом выражения
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При этом из (7)
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Представленные выше соотношения позволяют решать краевые задачи методом
конечных конечных элементов в скоростях. Для этого система расчетных уравнений
метода конечных элементов

K
�!
U =

�!
P ,

где K– матрица жесткости;
�!
U – вектор узловых перемещений;

�!
P – вектор узловых

нагрузок, преобразуется к решению в скоростях
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d
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dt
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d
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dt
,

где Kt – касательная матрица жесткости, получаемая на основании определяющих

соотношений через производные по обобщенному времени t ;
d
�!
U

dt
и
d
�!
P

dt
– векторы ско-

ростей перемещений узлов и скоростей узловых нагрузок соотвественно. Касательная
матрица жесткости находится обычным методом, применяемым в методе конечных
элементов, на основе метода возможных перемещений Лагранжа из условия равен-
ства работ на возможных перемещениях внешних узловых нагрузок и внутренних
сил, выраженных через напряжения, но записанных в скоростях. При этом, вместо
зависимостей между перемещениями узлов и деформациями в конечных элементах ис-
пользуются зависимости в скоростях (при условии малых перемещений), а для связи
между напряжениями и деформациями – определяющие соотношения в рассматрива-
емой форме. Такой метод для получения касательной матрицы жесткости рассмотрен
в [1] для случая определяющих соотношений в форме гипотезы компланарности.

Функционалы N,P, Q определяются путем обработки результатов экспериментов,
в которых реализуется плоское напряженное состояние, соответствующее решаемой
задаче. На рис. 1 показана характерная зависимость величин функционалов от длины
дуги траектории деформирования s в изображающем пространстве А.А. Ильюшина
для трехмерной винтовой траектории деформирования постоянной кривизны и кру-
чения, полученная в [16].

Рис. 1. Функционалы N, P, Q в зависимости от s для винтовой траектории
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Уравнения метода конечных элементов в скоростях решаются на каждом шаге по
параметру прослеживания. Таким образом, задача прослеживания процесса нагруже-
ния приведена к задаче Коши, где обобщенным временем является монотонно возрас-
тающий параметр процесса. Задача решается численно по шагам. Для интегрирова-
ния может использоваться любой вариант метода прогноз-коррекция (Эйлера-Коши,
Рунге-Кутта).

Необходимо отметить, что в рассматриваемых определяющих соотношениях ис-
пользована модель несжимаемого материала, обладающая достаточной точностью
при упругопластическом деформирования в условиях плоского напряженного состо-
яния.

Таким образом, определяющие соотношения (10) с конкретизированными функци-
оналами N, P, Q в формулах (9) позволяют решать краевые задачи в рамках тео-
рии упругопластических процессов с использованием, например, метода конечных
элементов в скоростях. Вопрос об аппроксимирующих функциях для функционалов
пластичности N, P, Q пока требует дополнительных исследований. Например, мож-
но использовать, предложенный А.А. Ильюшиным экспериментально-теоретический
метод СН-ЭВМ [17-19], реализация которого требует применения испытательной ма-
шины на сложное нагружение. В этом методе выбор аппроксимирующих функций
выполняется по способу последовательных приближений. А большое количество уже
накопленных экспериментальных данных позволяет применять метод СН-ЭВМ в чис-
ленном эксперименте при решении краевых задач теории пластичности с проверкой
на соответствие расчетных результатов экспериментальным данным.
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