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пластической трубы, находящейся под действием температурных эффектов. Решение было
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получены выражения полей напряжений в упругой и пластической областях в первом при-
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случая плоской деформации.

Ключевые слова: напряжение, упругость, пластичность, ассоциированная сжимаемость,
температура, плоская деформация.

DOI: 10.37972/chgpu.2022.52.2.009

УДК: 539.374

Введение
Вопросу влияния сжимаемости и температурных эффектов на поведение упру-

гопластических тел посвящены ряд статей, среди которых можно выделить рабо-
ты [1–10]. Статья [1] посвящена определению напряженно-деформированного состоя-
ния упругопластических тел при учете ассоциированной сжимаемости. Исследование
влияния сжимаемости по упругим деформациям подробно представлено в работах [2,
3]. В работах [4,5] рассмотрены задачи об определении напряженно-деформированного
состояния упрочняющейся упруговязкопластической трубы и упругого пространства,
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ослабленного цилиндрической полостью, с учетом температуры. В работах [6–10] ис-
следовано влияние температуры и сжимаемости по упругим деформациям на опре-
деление напряженно-деформированного состояния упругопластических тел. В данной
работе рассмотрена задача определения напряженного состояния упругопластической
трубы, находящейся под действием равномерного внутреннего давления, при учете
температуры, сжимаемости по упругим деформациям и ассоциированной сжимаемо-
сти. Условие пластичности для задачи определено в виде [11]

↵c�1 +
p
SijSij �

p
2k = 0, (1)

где �1 – первый инвариант тензора напряжений, ↵c – скорость дилатансии, Sij –
девиатор тензора напряжений, k – предел текучести.

Постановка задачи
Рассмотрим упругопластическую толстостенную трубу, поперечное сечение кото-

рой ограничено окружностями радиусов a и b, (a < b). При этом данная труба нахо-
дится под действием равномерного внутреннего давления p. Материал трубы пред-
полагается сжимаемым и учитывается влияние температурных эффектов. При этом
рассматривается случай ассоциированной сжимаемости. Выражение для температуры
задается по логарифмическому закону [12, 13] и является известным решением урав-
нения теплопроводности. Решение данной задачи будем проводить в цилиндрической
системе координат (r, ✓, z).

Запишем систему уравнений для решения задачи:
� уравнение равновесия

@�r
@r

=
�✓ � �r

r
, (2)

где �r,�✓ – компоненты тензора напряжений;
� соотношения Коши

er =
@u

@r
, e✓ =

u

r
, (3)

где er, e✓ – компоненты тензора полных деформаций, u – компонента радиального
перемещения;

� выражения для деформаций в упругой области

eer =
1

E
[�r � µ (�✓ + �z)] + ↵T,

ee✓ =
1

E
[�✓ � µ (�r + �z)] + ↵T,

eez =
1

E
[�z � µ (�r + �✓)] + ↵T,

(4)

где eer, e
e
✓, e

e
z – компоненты тензора деформаций в упругой области; E – модуль упру-

гости, �z – компонента тензора напряжений, µ – коэффициент Пуассона, T – темпера-
тура, которая задается выражением T = P �Qlnr, P,Q – известные постоянные [12],
↵ – коэффициент температурного расширения [14, 15];

� условие пластичности (1) в цилиндрической системе координат

(�✓ � �r)
2 + (�✓ � �z)

2 + (�r � �z)
2 = 3

⇣p
2k � ↵c�1

⌘2
, (5)

где �1 = �r + �✓ + �z;
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� ассоциированный закон пластического течения

depr = 2d�
h
3�r �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
,

dep✓ = 2d�
h
3�✓ �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
,

depz = 2d�
h
3�z �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
,

(6)

где epr , e
p
✓, e

p
z – компоненты тензора пластических деформаций, d� – скалярный поло-

жительный множитель;
� граничные условия

�r

����
r=a

= �p,

�r

����
r=b

= 0,

(7)

� условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице

[�r] = [�✓] = [u] = 0, (8)
� выражение полных деформаций тела в пластической области

er = eer + epr , e✓ = ee✓ + ep✓, ez = eez + epz. (9)

Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука с учетом темпера-
туры (4), а приращения пластических деформаций – ассоциированным законом пла-
стического течения (6). Поскольку в задаче мы будем рассматривать случай плоской
деформации, то ez = 0. Принимая во внимание соотношения (4), (6) и (9), запишем
соотношения для определения полных деформаций тела в пластической области

der =
1

E
[d�r � µ (d�✓ + d�z)] + ↵dT+

+2d�
h
3�r �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
,

de✓ =
1

E
[d�✓ � µ (d�r + d�z)] + ↵dT+

+2d�
h
3�✓ �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
,

0 =
1

E
[d�z � µ (d�r + d�✓)] + ↵dT+

+2d�
h
3�z �

�
1 + 3↵2

c

�
(�r + �✓ + �z) + 3

p
2k↵c

i
.

(10)

Метод решения
В данной работе решение задачи будем проводить с помощью метода возмущений.

Искомые соотношения представим в виде рядов по малому параметру �. При этом мы
ограничимся первыми двумя членами ряда. Таким образом, решение задачи будем
искать в виде:

�ij = �(0)
ij + ��(1)

ij , eij = e(0)ij + �e(1)ij , u = u(0) + �u(1),

T = T (0) + �T (1),↵ = ↵(0) + �↵(1),↵c = ↵(0)
c + �↵(1)

c ,

µ = µ(0) + �µ(1),� = �(0) + ��(1), k = k(0) + �k(1), rs = r(0)s + �r(1)s ,

(11)
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где µ(0) = 1
2 , µ

(1) – известная постоянная, верхние индексы (0), (1) определяют нулевое
и первое приближения соответственно.

Решение и результаты
Данные разложения подставим в уравнения (2)–(5), (7), (8), (10) и, приравняв выра-

жения при одинаковых степенях малого параметра, получим в каждом приближении
систему дифференциальных уравнений для определения искомых соотношений.

В нулевом приближении, положив ↵(0) = 0,↵(0)
c = 0, получим следующую систему

уравнений:
� уравнение равновесия

@�(0)
r

@r
=

�(0)
✓ � �(0)

r

r
, (12)

� соотношения Коши

e(0)r =
@u(0)

@r
, e(0)✓ =

u(0)

r
, (13)

� выражения для деформаций в упругой области

eer
(0) =

1

E


�(0)
r � 1

2

⇣
�(0)
✓ + �(0)

z

⌘�
,

ee✓
(0) =

1

E


�(0)
✓ � 1

2

⇣
�(0)
r + �(0)

z

⌘�
,

eez
(0) =

1

E


�(0)
z � 1

2

⇣
�(0)
r + �(0)

✓

⌘�
,

(14)

� условие пластичности
⇣
�(0)
✓ � �(0)

r

⌘2
+
⇣
�(0)
✓ � �(0)

z

⌘2
+
⇣
�(0)
r � �(0)

z

⌘2
= 6k(0)

2
, (15)

� выражение полных деформаций в пластической области

de(0)r =
1

E


d�(0)

r � 1

2

⇣
d�(0)

✓ + d�(0)
z

⌘�
+ 2d�(0)

h
2�(0)

r � �(0)
✓ � �(0)

z

i
,

de(0)✓ =
1

E


d�(0)

✓ � 1

2

⇣
d�(0)

r + d�(0)
z

⌘�
+ 2d�(0)

h
2�(0)

✓ � �(0)
r � �(0)

z

i
,

0 =
1

E


d�(0)

z � 1

2

⇣
d�(0)

r + d�(0)
✓

⌘�
+ 2d�(0)

h
2�(0)

z � �(0)
r � �(0)

✓

i
,

(16)

� граничные условия

�(0)
r

����
r=a

= �p,

�(0)
r

����
r=b

= 0,

(17)

� условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице h

�(0)
r

i
=
h
�(0)
✓

i
=
h
u(0)

i
= 0. (18)

Исходя их соотношений (12) – (18), в нулевом приближении имеем задачу о плос-
кой деформации упругопластического несжимаемого материала. Тогда решение этой
задачи представимо в виде [3]:
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�p
r
(0) = �p+ 2k(0)ln

⇣r
a

⌘
,�p

✓
(0) = �p+ 2k(0)

⇣
1 + ln

⇣r
a

⌘⌘
,

�p
z
(0) = �p+ k(0)

⇣
1 + 2ln

⇣r
a

⌘⌘
,

up(0) = ue(0) =
3k(0)r(0)s

2

2Er
,

�e
r
(0) = k(0)r(0)s

2

1

b2
� 1

r2

�
,�e

✓
(0) = k(0)r(0)s

2

1

b2
+

1

r2

�
,

�e
z
(0) =

k(0)r(0)s
2

b2
,

r(0)s
2
=

b2

k(0)

"
�p+ k(0)

 
1 + 2ln

 
r(0)s

a

!!#
.

(19)

В первом приближении, согласно принятому методу решения, предполагая, что
T (1) = 0 получим следующую систему уравнений:

� уравнение равновесия

@�(1)
r

@r
=

�(1)
✓ � �(1)

r

r
, (20)

� соотношения Коши

e(1)r =
@u(1)

@r
, e(1)✓ =

u(1)

r
, (21)

� выражения для деформаций в упругой области

eer
(1) =

1

E


�(1)
r � 1

2

⇣
�(1)
✓ + �(1)

z

⌘
� µ(1)

⇣
�(0)
✓ + �(0)

z

⌘�
+ ↵(1)T (0),

ee✓
(1) =

1

E


�(1)
✓ � 1

2

⇣
�(1)
r + �(1)

z

⌘
� µ(1)

⇣
�(0)
r + �(0)

z

⌘�
+ ↵(1)T (0),

eez
(1) =

1

E


�(1)
z � 1

2

⇣
�(1)
r + �(1)

✓

⌘
� µ(1)

⇣
�(0)
r + �(0)

✓

⌘�
+ ↵(1)T (0),

(22)

� условие пластичности

2
⇣
�(0)
✓ � �(0)

r

⌘⇣
�(1)
✓ � �(1)

r

⌘
+ 2

⇣
�(0)
✓ � �(0)

z

⌘⇣
�(1)
✓ � �(1)

z

⌘
+

+2
⇣
�(0)
r � �(0)

z

⌘⇣
�(1)
r � �(1)

z

⌘
= �6

p
2k(0)↵(1)

c �(0)
1 ,

(23)
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� выражение полных деформаций в пластической области

de(1)r =
1

E


d�(1)

r � 1

2

⇣
d�(1)

✓ + d�(1)
z

⌘
� µ(1)

⇣
d�(0)

✓ + d�(0)
z

⌘�
+ ↵(1)dT (0)+

+2d�(0)
h
2�(1)

r � �(1)
✓ � �(1)

z + 3
p
2k(0)↵(1)

c

i
+ 2d�(1)

h
2�(0)

r � �(0)
✓ � �(0)

z

i
,

de(1)✓ =
1

E


d�(1)

✓ � 1

2

⇣
d�(1)

r + d�(1)
z

⌘
� µ(1)

⇣
d�(0)

r + d�(0)
z

⌘�
+ ↵(1)dT (0)+

+2d�(0)
h
2�(1)

✓ � �(1)
r � �(1)

z + 3
p
2k(0)↵(1)

c

i
+ 2d�(1)

h
2�(0)

✓ � �(0)
r � �(0)

z

i
,

0 =
1

E


d�(1)

z � 1

2

⇣
d�(1)

r + d�(1)
✓

⌘
� µ(1)

⇣
d�(0)

r + d�(0)
✓

⌘�
+ ↵(1)dT (0)+

+2d�(0)
h
2�(1)

z � �(1)
r � �(1)

✓ + 3
p
2k(0)↵(1)

c

i
+ 2d�(1)

h
2�(0)

z � �(0)
r � �(0)

✓

i
,

(24)

� граничные условия

�(1)
r

����
r=a

= �(1)
r

����
r=b

= 0, (25)

� условия непрерывности напряжений и перемещений на упругопластической гра-
нице "

�(1)
r +

d�(0)
r

dr
r(1)s

#
=

"
�(1)
✓ +

d�(0)
✓

dr
r(1)s

#
=

"
u(1) +

u(0)

dr
r(1)s

#
= 0. (26)

Определим соотношение для определения компоненты напряжений �(1)
z . Для этого

преобразуем третье выражение уравнения (24).

d�(1)
z � 1

2

⇣
d�(1)

r + d�(1)
✓

⌘
� µ(1)

⇣
d�(0)

r + d�(0)
✓

⌘
+ E↵(1)dT (0)+

+2Ed�(0)
h
2�(1)

z � �(1)
r � �(1)

✓ + 3
p
2k(0)↵(1)

c

i
= 0.

(27)

Введем обозначение �(1) = 2�(1)
z � �(1)

r � �(1)
✓ . С учетом введенного обозначения,

предыдущее выражение примет вид

d�(1)

d�(0)
+ 4E�(1) = 4µ(1)d�

(0)
z

d�(0)
� 2E↵(1)dT

(0)

d�(0)
� 12

p
2Ek(0)↵(1)

c . (28)

Решение дифференциального уравнения (28) можно представить в виде:

�(1) = e�4E�(0)

�(0)Z

0

"
4µ(1)d�

(0)
z

d�(0)
� 2E↵(1)dT

(0)

d�(0)
� 12

p
2Ek(0)↵(1)

c

#
e4E�(0)

d�(0) + �(1)
e ,

(29)
где �(1)

e = 4µ(1)�(0)
z � 2E↵(1)T (0).

Таким образом, компоненту напряжений �(1)
z можно определить согласно введен-

ному обозначению и уравнению (29).

�(1)
z =

1

2

⇣
�(1)
r + �(1)

✓ + �(1)
⌘
. (30)

Для определения компонент деформаций e(1)r , e(1)✓ в упругой области, просуммиру-
ем первые два уравнения соотношения (22), при учете уже полученного решения в
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нулевом приближении.

e(1)r + e(1)✓ =
6µ(1)

E
�(0)
z + 3↵(1)T (0),

e(1)r � e(1)✓ =
1

2E

h
3
⇣
�(1)
r � �(1)

✓

⌘
+ 2µ(1)

⇣
�(0)
r � �(0)

✓

⌘i
.

(31)

Для определения компонент напряжений �(1)
r ,�(1)

✓ преобразуем условие пластично-
сти (23), с учетом введенного обозначения, а также полученного нулевого решения.
Таким образом, получим следующее выражение:

�(1)
✓ � �(1)

r = �2
p
2k(0)↵(1)

c �(0)
1

�(0)
✓ � �(0)

r

. (32)

Разрешая уравнения (31), (32), учитывая соотношения (19), получим выражения,
определяющие компоненты напряжений в первом приближении.
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Выражение радиуса упругопластической границы получим из условия сопряже-
ния (26) компонент напряжений �(1)

✓ в упругой и пластической областях на упруго-
пластической границе.
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Согласно принятому методу решения, можем представить выражения компонент
напряжений и уравнение радиуса упругопластической границы для поставленной за-
дачи. Тогда, используя (11), (19), (33), (34) имеем
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где r(0)s опрределяется из уравнения

r(0)s
2
=

b2

k(0)

"
�p+ k(0)

 
1 + 2ln

 
r(0)s

a

!!#
. (36)

Заключение
Таким образом, согласно принятому методу малого параметра, было получено на-

пряженное состояние и радиус упругопластической границы для поставленной задачи.
Кроме того, если положить в приведенных выше соотношениях коэффициент темпе-
ратурного расширения и скорость дилатансии равным нулю, то получим выражения,
представленные в работе [2]. Приравняв нулю только скорость дилатансии, можно
прийти к результатам, полученным в работах [6, 7, 9, 10].
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