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Аннотация. В настоящей работе обсуждаются вопросы ковариантного постоянства тензоров
и псевдотензоров (в том числе, двухточечных) произвольной валентности и веса в Евклидовом
пространстве. Приводятся минимально необходимые сведения из алгебры и анализа псевдо-
тензоров в пространствах Евклида. Выясняются общие условия ковариантного постоянства
псевдотензоров. Рассматриваются примеры ковариантно постоянных тензоров и псевдотензо-
ров из многомерной геометрии. Речь, в частности, идет о фундаментальном ориентирующем
псевдоскаляре, целые степени которого удовлетворяет условию ковариантного постоянства.
Обсуждаются свойства и способы координатного представления тензоров ковариантно посто-
янных тензоров ипсевдотензоров четвертого ранга. На основе неконвенционального опреде-
ления полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координатное представление в
терминах дельт Кронекера и метрических тензоров. Устанавливаются условия ковариантного
постоянства полуизотропных тензоров четвертого ранга.
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Вводные замечания. Вариационные и дифференциальные уравнения, описыва-
ющие деформирование твердых тел, сопровождающееся микроповоротами, в общем
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случае требуют привлечения методов современной геометрии и формализма псевдо-
тензорной алгебры [1–6]. Ковариантно постоянные тензорные и псевдотензорные поля
играют важную роль, как при выводе определяющих уравнений, так и при преобразо-
вании дифференциальных уравнений механики сплошных сред. В настоящей статье
обсуждаются понятия и минимально необходимые сведения из алгебры псевдотен-
зоров. Подробное и полное изложение псевдотензорного формализма можно найти в
книгах по тензорному анализу и механике сплошных сред [2–4,7–10]. Псевдотензорный
формализм неизбежен при разработке моделей линейных гемитропных микрополяр-
ных упругих сред (см. [11–14]).

В данной работе вводится и обсуждается понятие ковариантного постоянства абсо-
лютных тензорных и псевдотензорных полей. Приведены примеры фундаментальных
объектов псевдотензорного анализа, обладающих свойствами ковариантного постоян-
ства. Рассмотрен алгоритм получения ковариантно постоянных тензоров и псевдотен-
зоров, предложенный в монографии [2].

При ковариантном дифференцировании тензорного произведения или свертки тен-
зора с ковариантно постоянным тензором последний может быть вынесен из под знака
ковариантного дифференцирования. В работе приводятся и обсуждаются различные
реализации ковариантной производной псевдотензоров, широко используемых в ме-
ханике микрополярных упругих тел [11–13].

В настоящей работе показано, что относительные и абсолютные тензоры с постоян-
ными компонентами являются ковариантно постоянными. Ряд ковариантно постоян-
ных тензоров (например, фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр и его це-
лые степени, обобщенные дельты Кронекера, символы перестановок (альтернирующие
символы, символы Леви-Чивита, дискриминантные не символы), сведены в таблицу.
Обсуждается общий алгоритм получения тензоров и псевдотензоров с постоянными
компонентами, которые одновременно являются ковариантно постоянными, следуя
монографии Б. Г. Гуревича [2].

После вводных замечаний, в разделе 2, приводятся и обсуждаются определения
фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, обобщенных дельт Кронекера,
символов перестановок для N -мерного евклидова пространства. Рассмотрены три раз-
личные эквивалентные реализации ковариантного дифференцирования псевдотензор-
ного поля произвольного ранга и целого веса. Приведен ряд частных случаев, широко
используемых в современной механике сплошных сред.

Затем, в разделе 3, следуя рассуждениям монографии проф. Б. Г. Гуревича [2] об-
суждается общий алгоритм получения тензоров и псевдотензоров с постоянными ком-
понентами. Предложены определения и примеры тензоров и псевдотензоров с посто-
янными компонентами. Показано, что относительные и абсолютные тензоры с посто-
янными компонентами являются ковариантно постоянными.

В разделе 4 устанавливаетя взаимосвязь произвольного полуизотропного тензора
четвертого ранга и тензора с постоянными компонентами. Координатные представ-
ления для определяющих тензоров и псевдотензоров, использующихся при матема-
тическом моделировании линейных гемитропных микрополярных континуумов, да-
ны в терминах метрического тензора. Обсуждается оптимальная неконвенциональ-
ная терминология, связанная с понятиями полностью изотропных, конвенционально
изотропных, неконвенционально изотропных, полуизотропных (демитропных, гемит-
ропных) тензоров и псевдотензоров четвертого ранга. На основе неконвенционального
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определения для полуизотропного тензора четвертого ранга приводится координатное
представление в терминах дельт Кронекера и метрических тензоров.

В целом настоящую работу следует рассматривать как современную основу для
важных в нелинейной механике сплошных сред задач ковариантного дифференциро-
вания тензорных и псевдотензорных полей, а также построения координатных пред-
ставлений ковариантно постоянных тензорных и псевдотензорных полей. В следу-
ющей статье будут детально рассмотрены проблемы применения развиваемой тео-
рии при построении математических моделей линейных гемитропных микрополярных
упругих сред.

Необходимые понятия и уравнения из алгебры и анализа псевдотензоров
в евклидовых пространствах заданной размерности. Рассмотрим N -мерное ев-
клидово пространство, параметризованное координатами xk. Фундаментальный ори-
ентирующий псевдоскаляр e [11–14] и его целые степени играют важную роль в гео-
метрии многомерных пространств. В N -мерном пространстве он определяется как
косое произведение [1, p. 63–65] ковариантных базисных абсолютных векторов

e = dı
1
, ı
2
, . . . , ı

N
c. (1)

Псевдотензоры произвольного ранга и целого веса g могут быть преобразованы в
абсолютные тензоры с помощью фундаментального ориентирующего псевдоскаляра
(1) (см. [11–14]), т.е.

T h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = e�g

[g]
T h1h2...hs··...·

··...·k1k2...kr . (2)

Легко показать, что в евклидовом пространстве справедливо следующее соотноше-
ние

e2 = g >
[2]
0 , (3)

где g � детерминант метрического тензора gij : g = det(gij). Условие g = 1 (|e| = 1)
является фундаментальным для развития общей теории относительности [15] и, на-
пример, математической теории пластичности [16]. Важно отметить, что в этом случае
абсолютные тензоры совпадают с псевдотензорами с точностью до знака, учитывая
уравнение (2) получим

T h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = (sgn e)�g

[g]
T h1h2...hs··...·

··...·k1k2...kr . (4)

Откуда следует, что псевдотензоры меняют свой знак на противоположный при из-
менении ориентации координатного репера если их вес нечетный.

В трехмерном пространстве (N = 3) уравнение (1) преобретает вид

e = dı
1
, ı
2
, ı
3
c = ı

1
· (ı

2
⇥ ı

3
). (5)

Перейдем к обсуждению других фундаментальных объектов N -мерной геометрии,
которыми являются абсолютные тензоры �j1j2...jMi1i2...iM

, обычно называемые обобщенными
кронекеровскими дельтами. Объекты �j1j2...jMi1i2...iM

определяются для каждого целого M 
N согласно [3, C. 242, § 7.105].
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С помощью обобщенных дельт Кронекера �j1j2...jMi1i2...iM
символы перестановки, являю-

щиеся псевдотензорами, могут быть немедленно определены как:
[�1]
✏ i1i2...iN = �12...Ni1i2...iN , (6)

[+1]
✏ i1i2...iN = �i1i2...iN12...N . (7)

Например, абсолютные знакопеременные тензоры могут быть получены из симво-
лов перестановки, умноженных на соответствующую степень (+1 или �1) фундамен-
тального ориентирующего псевдоскаляра

ei1i2...iN = e
[�1]
✏ i1i2...iN ,

ei1i2...iN = e�1 [+1]
✏ i1i2...iN .

(8)

Индекс веса g в верхней позиции будет опущен для фундаментальных символов,
таких как фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, символы перестановки,
и он также применим к абсолютным тензорам с нулевым весом.

Ковариантная производная псевдотензора
[g]
T pqr...s

···...·ij...l заданной валентности и веса
определяется согласно работам O. Веблена [17,18], в соответствии с аналогичной опе-
рацией для абсолютных тензоров, в виде:

rp

[g]
T lm...n

··...·ij...k = @p
[g]
T lm...n

··...·ij...k +
[g]
T sm...n

··...·ij...k�
l
sp +

[g]
T ls...n

··...·ij...k�
m
sp+

+ · · ·+
[g]
T lm...s

··...·ij...k�
n
sp � �s

ip

[g]
T lm...n

··...·sj...k � �s
jp

[g]
T lm...n

··...·is...k�

� · · ·� �s
kp

[g]
T lm...n

··...·ij...s � g
[g]
T lm...n

··...·ij...k�
s
sp, (9)

где

@p =
@

@xp
.

Градиент псевдотензора произвольной валентности и веса g можно вычислить со-
гласно1:

r⌦
[g]
T = eg k

ı ⌦ @k(e
g
[g]
T). (10)

Однако, существуют альтернативные подходы реализации ковариантного диффе-
ренцирования псевдотензора. Определим ковариантную производную псевдотензора
произвольной валентности и целого веса g с помощью соотношения:

rp

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = egrp

⇣
e�g

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

⌘
. (11)

В сокращенной записи имеем:

r⌦
[g]
T
(n)

= egpı⌦ @p(e
�g

[g]
T
(n)

) . (12)

1Набла Гамильтона обычно определяется, как обычно, согласно: r =
s
ı @s.
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Легко проверить, что

r⌦
[g]
T
(n)

=
p
ı⌦ (@p � �p)

[g]
T
(n)

, (13)

где

�p = g
@pe

e
.

Кроме того, существует третий способ реализовать ковариантное дифференциро-
вание псевдотензора с целым положительным весом можно с помощью символов пе-
рестановок согласно правилу

rp

[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr = (N !)�g[+1]

✏ kr+1...kr+N · · ·
[+1]
✏ kr+(g�1)N+1...kr+Ng| {z }
g

⇥

⇥rp

 
[g]
T
(n)

h1h2...hs··...·
··...·k1k2...kr

[�1]
✏ kr+1...kr+N · · ·

[�1]
✏ kr+(g�1)N+1...kr+Ng| {z }

g

!
.

(14)

Все три вида реализации ковариантной производной (9), (11) и (14) являются эк-
вивалентными, что было продемонстрировано в работе [19].

Рассмотрим случаи ковариантного дифференцирования (9) псевдотензоров, широ-
ко использующихся в механике сплошных сред:

(1) ковариантная производная псевдоскаляра веса g:

rp

[g]
T = @p

[g]
T � g

[g]
T�s

sp; (15)

(2) ковариантная производная контравариантного псевдовектора веса g:

rp

[g]
T k = @p

[g]
T k +

[g]
T s�k

sp � g
[g]
T k�s

sp; (16)

(3) ковариантная производная дважды контравариантного псевдотензора веса g:

rp

[g]
T ji = @p

[g]
T ji +

[g]
T si�j

sp +
[g]
T js�i

sp � g
[g]
T ji�s

sp; (17)

(4) ковариантная производная от псевдоаффинора веса g:

rp

[g]
T ·j
i· = @p

[g]
T ·j
i· �

[g]
T ·j
s· �

s
ip +

[g]
T ·s
i· �

j
sp � g

[g]
T ·j
i· �

s
sp. (18)

Заданное псевдотензорное поле
[g]
T lm...n

··...·ij...k валентности N и веса g является ковари-
антно постоянным, если оно удовлетворяет псевдотензорному уравнению

rp

[g]
T lm...n

··...·ij...k =
[g]
0 . (19)

Уравнению (19) заведомо удовлетворяют абсолютные тензоры и псевдотензоры с
постоянными компонентами, которые обсуждаются в следующем разделе настоящей
статьи.

Заметим, что псевдотензорное уравнение (19), включающее псевдотензор, будучи
верным в данной координатной системе, остается верным в любой другой координат-
ной системе [7, 8]. В правосторонних декартовых координатах все тензоры из табли-
цы имеют постоянные компоненты, равные 0 или 1. В этом случае их ковариантные
производные являются обычными частными производными. Таким образом, каждая
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Таблица 1. Ковариантно постоянные тензоры и псевдотензоры в N -мерном Евклидовом про-
странстве.

Стандартная
терминология

Корневое
обозначение Вес

Преобразование
в
абсолютный
тензор

целая степень фунда-
ментального ориентиру-
ющего псевдоскаляра

em (m = ±1,±2, . . .) m
[m]

em = em

знак фундаментального
ориентирующего псевдо-
скаляра

sgn e –

метрический тензор gij 0

фундаментальный тен-
зор gij 0

определитель метриче-
ского тензора g +2

[+2]
g = e2

знак определителя мет-
рического тензора sgn g 0

обобщенные дельты
Кронокера (M  N)

�j1j2...jMi1i2...iM
0

альтернирующие псевдо-
тензоры ✏i1i2...iM +1 ei1i2...iN =

1

e

[+1]
✏ i1i2...iN

альтернирующие псевдо-
тензоры ✏i1i2...iM �1 ei1i2...iN = e

[�1]
✏ i1i2...iN

альтернирующий тензор ei1i2...iN 0

альтернирующий тензор ei1i2...iN 0

ковариантная производная будет равна нулю, что доказывает ковариантное постоян-
ство абсолютных тензоров и псевдотензоров из таблицы 1 в любой криволинейной
координатной системе.

Тензоры и псевдотензоры с постоянными компонентами. Тензором (псевдо-
тензором) с постоянными компонентами [2, стр. 164] называется тензор (псевдотензо-
ром), сохраняющий (retain) неизменными (unaltered) все свои компоненты при любых
линейных преобразованиях координатного репера: самые важные из них � повороты,
преобразования масштабирования (scaling), центральная инверсия, зеркальные отра-
жения.
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Абсолютный тензор второго ранга, с точностью до постоянного множителя a (аб-
солютного инварианта) совпадающий с единичным аффинором, будет тензором с по-
стоянными коэффициентами:

Ch
k = a�hk . (20)

Псевдотензор третьего ранга с постоянными коэффициентами пропорционален сим-
волам перестановок. Дельты Кронекера и символы перестановок простейшие и самые
важные примеры тензоров с постоянными коэффициентами.

Несложно показать, что наиболее общий абсолютный тензор четвертого ранга Cil
sm

с постоянными компонентами можно представить в виде

Cil
sm = a�is�

l
m + c�ls�

i
m , (21)

где a и c � абсолютные инварианты (абсолютные скаляры).
Уравнение (21), справедливое в любой системе координат в декартовых координа-

тах можно представить следующим образом
Cilsm = a�is�lm + c�ls�im . (22)

В монографии [2, стр. 164–176] предлагается общий алгоритм построения тензоров
и псевдотензоров с постоянными компонентами для целых положительных (отрица-

тельных) весов. Например, общий вид псевдотензора
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными компо-

нентами целого отрицательного веса представляется формулой
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
=

r!X

P=1

�P �
h1
{k1�

h2
k2

· · · �hs
ks

[�1]
✏ ks+1...ks+N · · ·

[�1]
✏ kr�N+1...kr}P| {z }

|g|

, (23)

где r � число ковариантных индексов, s � число контравариантных индексов, N �
размерность пространства, g � вес, целое отрицательное число, �P (P = 1, 2, . . . , r!)
� произвольные постоянные (абсолютные инварианты), P � перестановка ряда ин-
дексов

k1, . . . , ks, . . . , ks+N , . . . , kr�N+1, . . . , kr.

В формуле (23) по ковариантным индексам, заключенным в фигурные скобки про-
изводятся всевозможные перестановки. Число ковариантных, контравариантных ин-
дексов и вес псевдотензора должны удовлетворять ограничению

r = s+N |g|, (24)
откуда

r � s. (25)

Если условие (24) не выполняется, то псевдотензор
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными ком-

понентами будет равен нулю.

Отметим, что псевдотензорное поле
[g]
Ch1h2...hs

k1k2...kr
с постоянными компонентами явля-

ется ковариантно постоянным и удовлетворяет псевдотензорному уравнению (19) при
условии

rs�P = 0 . (26)
Обратим внимание, что псевдотензоры вида (23) не составляют полного набора

ковариантно постоянных абсолютных тензоров. Наглядным примером является па-
раллельное векторное поле, которое является ковариантно постоянным вектором, но
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не может быть представлено в виде вектора с постоянными компонентами. Примеры
ковариантно постоянных тензоров и псевдотензоров подробно обсуждались в работах
(см. [2,7,8,20,21]). Среди них фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр e и его
алгебраические степени, обобщенные �–символы, ✏–символы, e–тензоры, метрические
тензоры gkh, ghk которые часто используются в микрополярных теориях механики
сплошных сред [12–14,22].

Рассмотрим важный для приложений пример. Пусть N = 3, g = ±2, тогда, вос-
пользовавшись соотношением (24), для тензора четвертого ранга получим

⇢
r � s = 6,
r + s = 4.

(27)

Очевидно, что система (27) несовместна, и, следовательно, невозможно построить в
трехмерном пространстве псевдотензор с постоянными компонентами с весами g =
±2.

Абсолютные полуизотропные тензоры четвертого ранга. В дальнейшем
будем придерживаться неконвенциональной терминологии. Неконвенционально изо-
тропным (полностью изотропным) будем называть тензор (псевдотензор) не меняю-
щий свои компоненты при любых поворотах координатного репера, зеркальных отра-
жениях и центральных инверсиях трехмерного пространства [23–26].

Конвенционально изотропным тензором (псевдотензором) называется тензор (псев-
дотензор), сохраняющий неизменными все свои компоненты при поворотах коорди-
натного репера. Конвенционально изотропные тензоры (псевдотензоры) терминоло-
гически лучше неконвенционально называть полуизотропными, демитропными или
гемитропными.

Для абсолютного полуизотропного тензора четвертого ранга в декартовой системе
координат будет справедливо представление [23, p. 77]

H islm = a�is�lm +
b� c

2
(�il�sm � �im�sl) +

b� c

2
(�il�sm + �im�sl), (28)

т.е.
H islm = a�is�lm + b�il�sm + c�im�sl . (29)

Здесь a, b, c � ротационные инварианты, сохраняющие свои значения при поворо-
тах декартова репера. В отличие от представления (21) для тензора с постоянными
компонентами в представлении (29) для полуизотропных тензоров четвертого ранга
участвует слагаемое �il�sm с множителем b.

Принимая во внимание представление для тензора четвертого ранга с постоянны-
ми компонентами (22), в абсолютном гемитропном тензоре четвертого ранга можно
можно выделить часть с постоянными компонентами

Hislm = Cislm + b�il�sm . (30)

Представление (29) легко записывается в произвольной системе координат после
замены �–символов на метрические тензоры:

H islm = agisglm + bgilgsm + cgimgsl . (31)

Так как компоненты метрического тензора gis не меняются при поворотах коорди-
натного репера, то правая часть в (31), очевидно, также остается неизменной. Если
считать a, b, c абсолютными инвариантами, то правая часть в (31) не будет также
меняться при зеркальных отражениях и центральных инверсиях.
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Полуизотропное тензорное поле H islm оказывается ковариантно постоянным и, сле-
довательно, удовлетворяет псевдотензорному уравнению

rkH
islm = 0, (32)

при условии ковариантного постоянства инвариантов a, b, c, т.е.

rka = 0, rkb = 0, rkc = 0, (33)

или
@ka = 0, @kb = 0, @kc = 0. (34)

Очевидно, что полностью изотропный тензор четвертого ранга не отличается от
полуизотропного тензора.

В приложениях инварианты a, b, c приходится считать псевдоскалярами. В частно-
сти, в микрополярных теориях упругих сред из псевдоскаляров a, b, c формируется

характерная микродлина L =
[�1]

L , являющаяся псевдоскаляром отрицательного цело-
го веса.

Результаты и выводы Ковариантное постоянство абсолютных тензорных и псев-
дотензорных полей произвольной валентности и веса обсуждалось для исправления
ошибочных утверждений, имеющихся в литературе по нелинейной механике сплош-
ных сред.

(1) Понятия и необходимые уравнения из алгебры и анализа псевдотензоров были
представлены для ясного понимания и справочной основы.

(2) Предложено и обсуждено понятие ковариантного постоянства тензоров и псев-
дотензоров.

(3) Примеры ковариантных постоянных тензоров и псевдотензоров, интересных
для микрополярной упругости, для удобства приведены в таблице. В частно-
сти, введено и применено к рассматриваемым задачам понятие фундаменталь-
ного ориентирующего псевдоскаляра, удовлетворяющего условию ковариант-
ного постоянства.

(4) Напоминается и обсуждается общий алгоритм построения тензоров и псевдо-
тензоров с постоянными компонентами, которые одновременно являются ко-
вариантными константами.

(5) Указаны условия приведения произвольного полуизотропного тензора четвер-
того ранга к тензору с постоянными компонентами. Координатные представ-
ления для определяющих тензоров и псевдотензоров, использующихся при ма-
тематическом моделировании линейных гемитропных микрополярных конти-
нуумов, даны в терминах метрического тензора.
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COVARIANTLY CONSTANT TENSORS IN EUCLID SPACES. ELEMENTS OF
THE THEORY
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Abstract. In this paper, we discuss the covariant constancy of tensors and pseudotensors
(including two-point ones) of arbitrary valency and weight in Euclidean space. The requisite
notions and equations from algebra and analysis of pseudotensors in Euclidean spaces are given.
The general conditions for the covariant constancy of pseudotensors are highlighted. Examples of
covariantly constant tensors and pseudotensors from multidimensional geometry are considered.
In particular, a fundamental orienting pseudoscalar whose integer powers satisfy the condition
of covariant constancy is introduced. The properties and methods of coordinate representation
of covariantly constant tensors and pseudotensors of the fourth rank are discussed. Based on an
unconventional definition of a semi-isotropic tensor of the fourth rank, a coordinate representation
in terms of Kronecker deltas and metric tensors is given. Conditions for the covariant constancy of
semi-isotropic tensors of the fourth rank are derived.

Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, permutation symbol, covariant
derivative, gradient, unconventionally isotropic tensor, fully isotropic tensor, demitropic tensor,
hemitropic tensor, semi-isotropic tensor, conventionally isotropic tensor, tensor with constant
components, constitutive pseudotensor, chiral media, micropolar hemitropic continuum
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