
Вестник ЧГПУ им. И.Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2022. №3 (53). С. 14–19

М. М.Вислогузова1, А.В. Ковалев1,2

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ДИСКА
С УЧЕТОМ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ЭФФЕКТОВ

1
Воронежский государственный университет, г.Воронеж, Россия

2
Военный учебно-научный центр Военно-воздушных сил �Военно-воздушная академия

им. проф. Н.Е.Жуковского и Ю.А.Гагарина�, г.Воронеж, Россия

Аннотация. В данной работе рассмотрено термоупругопластическое состояние тонкого кру-
гового диска. Тепловой источник известного радиуса действует в центре диска. Поле темпе-
ратур центральной части диска является однородным. На внешней границе диска определе-
ны температура и давление. Напряженное состояние определено при использовании условия
пластичности Мизеса с учетом независимости всех механических констант материала от тем-
пературы. Показана невозможность одновременного зарождения нескольких пластических
зон. Приведены графики напряжений. Проведено сравнение полученных результатов с из-
вестными решениями.
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Определению напряженно-деформированного состояния (НДС) посвящено боль-
шое число работ [1-10]. В части из них [1-5], [8-9] рассматривались задачи определения
НДС в тонких дисках. В частности, в [2-5], [8-9] решались задачи о силовом и тепло-
вом воздействии. В работе [2] определялось НДС в тонком упругопластическом диске
с учетом предела текучести от температуры. При этом распределение температуры
принималось стационарным.

1. Постановка задачи. В данной работе определялось напряженное состоя-
ние в тонком круговом диске радиуса b, находящемся под воздействием теплового
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источника и давления pb на внешней границе. Задача решалась в рамках плоского
напряженного состояния в цилиндрической системе координат (r, ✓, z).

Тепловой источник действует в центральной части диска 0  r  a. Поле темпера-
тур, согласно [1] - [4], определено формулой:

T = Taf, f =

(
1, если 0  r  a,
ln( br )

ln( b
a )
, если a  r  b.

(1)

Все искомые величины, вследствие осевой симметрии, зависят только от расстояния
r до теплового источника. Механические константы материала приняты независимы-
ми от температуры.

Все величины приведены к безразмерному виду с сохранением прежних обозна-
чений. Масштаб для напряжений – предел пластичности k, масштаб длины- радиус
а.

В рассматриваемой задаче, основные уравнения, описывающие поведение термо-
упругоплатического диска взяты согласно [5]-[7] и включают в себя:

- уравнение равновесия
@�r
@r

=
�✓ � �r

r
, (2)

где �r, �✓ - компоненты тензора напряжений в цилиндрической системе координат;
- соотношения Коши

er =
du

dr
, e✓ =

u

r
, (3)

где er, e✓ - компоненты тензора деформаций в цилиндрической системе координат, u-
компонента вектора перемещений в цилиндрической системе координат;

В качестве условия пластичности было выбрано условие пластичности Мизеса:

�2
r � �r�✓ + �2

✓ = k2. (4)

Упругие деформации связаны с напряжениями законом Гука в форме:

�r =
E

1� ⌫2
[er + ⌫e✓ � (1 + ⌫)↵T ], (5)

�✓ =
E

1� ⌫2
[e✓ + ⌫er � (1 + ⌫)↵T ]

где E – модуль Юнга, ⌫ – коэффициент Пуассона, ↵ – коэффициент линейного тем-
пературного расширения, T – температура, которая определяется (1).

Граничные условия:
�r|r=b = �pb, (6)

�r|r=ci
= �pi, (7)

где ci – радиус упругопластической границы, pi – давление на границе раздела упругой
и пластической зон.

Условие сопряжения:
[�✓]|r=ci = 0. (8)
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2. Решение и результаты. Аналогично [2], при решении задачи, введены обо-
значения ci и ce – радиусы границы упругой области. Давление на этих границах: pi
и pe.

Из (2), (3), (5), (6), (7) получим:

�r = �↵ETa

r2

rZ

ci

frdr +
c2i pi � b2pb
b2 � c2i

+
↵ETa

b2 � c2i

bZ

ci

frdr� (9)

� 1

r2

0

@b2c2i (pi � pb)

b2 � c2i
+

c2i↵ETa

b2 � c2i

bZ

ci

frdr

1

A ,

�✓ = ↵ETa

0

@ 1

r2

rZ

ci

frdr � f

1

A+
c2i pi � b2pb
b2 � c2i

+
↵ETa

b2 � c2i

bZ

ci

frdr+ (10)

+
1

r2

0

@b2c2i (pi � pb)

b2 � c2i
+

c2i↵ETa

b2 � c2i

bZ

ci

frdr

1

A

(9), (10) представляют собой выражения для определения напряжений в упругой
области. Алгоритм решения подобной задачи подробно рассмотрен в книге [7]. Ана-
логичные выражения для напряжений в упругой области были получены в [2].

В пластической области, согласно [5], (4):

�r = �✓ = �k. (11)
Радиус b = bk, при котором возможно одновременное зарождение пластических зон

на внешней границе и центральной части диска, определен основываясь на [2]. Из (11)
следует:

�r + �✓ = �2k. (12)
Тогда, с учетом выражений (9), (10):

�↵ETaf + 2
c2i pi � b2pb
b2 � c2i

+ 2
↵ETa

b2 � c2i

bZ

ci

frdr = �2k. (13)

Положив ci = 0, ce = b:

�↵ETaf + 2
↵ETa

b2

bZ

0

frdr = 2pb � 2k. (14)

Отсюда температура:

Ta =
2b2(pb � k)

↵E

 
2

bR

0
frdr � b2

! . (15)

Температура, для которой на внешней границе выполнено (12) при r = b:
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Ta =
b2 (pb � k)

↵E
bR

0
frdr

. (16)

Из (15), (16) следует, что радиус, при котором на внешней границе диска и на грани-
це температурного источника зарождаются одновременно две пластические области:

b = bk = 0. (17)
Таким образом, одновременное зарождение пластических зон в центре и на внешней

границе диска, в рамках решаемой задачи, невозможно, в отличие от [2].
Для определения радиуса границы раздела упругой и пластической зон, было ис-

пользовано условие сопряжения окружного напряжения (8).

↵ETa

0

@ 2

b2 � c2i

bZ

ci

ln
⇣

b
ci

⌘

ln
�
b
a

� rdr �
ln
⇣

b
ci

⌘

ln
�
b
a

�

1

A+
2b2 (pi � pb)

b2 � c2i
= 0. (18)

Выражение (18) позволяет определить радиус упругопластической границы. Для
значений параметров:

K = 1, ↵E = 0.012, a = 1, b = 7, Ta = 330, pb = 0,

ci = 1.633. (19)

3. Результаты расчетов. Для построения графиков, приведенных ниже, были
приняты следующие значения параметров:

K = 1, ↵E = 0.012, a = 1, b = 7, Ta = 330, pb = 0, ci = 1.633.

На рис. 1, приедены графики зависимостей компонент напряжения от радиуса дис-
ка без учета зависимости предела текучести от температуры, полученные по форму-
лам (9), (10).

Аналогичные графики зависимости компонент напряжений от радиуса можно по-
лучить для условия пластичности Треска по результатам работы [2], но без учета
зависимости предела текучести k от температуры (рис. 2).

Рис. 1. Зависимость компонент
напряжения �r и �✓ от радиуса rбез

учета зависимости предела текучести от
температуры

Рис. 2. Зависимость компонент
напряжения �r и �✓ от радиуса rпри

учете зависимости предела текучести от
температуры
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Сравнение графиков рис. 1 с графиками на рис. 2 показало, что при учете зави-
симости предела текучести от температуры упругопластическая граница смещается
в сторону внешней границы диска. Напряжения в пластической зоне не являются
постоянными величинами.
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Abstract. In this paper, the thermoelastic state of a thin circular disk is considered. A heat
source of known radius acts in the center of the disk. The temperature field of the central part
is homogeneous. The temperature and pressure are determined at the outer boundary of the
disk. The stress state is determined using the Mises plasticity condition, taking into account the
independence of all mechanical constants of the material from temperature. The impossibility
of simultaneous generation of several plastizones is shown. Stress graphs are given. The results
obtained are compared with known solutions.
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