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Аннотация. Исследована устойчивость сферического гидродинамического подвеса с полным
учетом зависимости профиля распределения скоростей жидкости от радиальной координаты
в поддерживающем слое. Подвес с легким внутренним телом устойчив в большом диапазоне
изменения относительного эксцентриситета, и при изменении перегрузок на величину порядка
десятка ускорений свободного падения переходит из одного равновесного состояния в другое.
Подвес с тяжелым внутренним телом неустойчив.
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Введение
Гидродинамические подвесы [1–3] представляют собой чувствительные элементы

высокоперегрузочных гидродинамических гироскопов. Ранее при умеренных значени-
ях колебательного числа Рейнольдса на основе метода осреднения профиля скорости
жидкости по толщине поддерживающего слоя [4] был сделан вывод о том, что сфе-
рический гидродинамический подвес с �легким� внутренним телом устойчив в малой
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окрестности центрального положения. В работе [2] строго показано, что цилиндри-
ческий гидродинамический подвес с легким внутренним телом достаточно быстро
центрируется при возрастании колебательного числа Рейнольдса, и при возрастании
внешней нагрузки остается устойчив вплоть до значительных относительных эксцен-
триситетов. Экспериментальные данные [1] подтверждают эти эффекты для сфериче-
ского гидродинамического подвеса. С учетом влияния кориолисовых сил инерции [5],
их теоретическое объяснение требует детального компьютерного моделирования. Ста-
вится задача исследования устойчивости абсолютно твердого сферического тела в
сферическом гидродинамическом подвесе с полным учетом зависимости профиля рас-
пределения скоростей жидкости от радиальной координаты. Используется частотный
критерий устойчивости комбинированных динамических систем [6, 7].

Модель гидродинамического подвеса

Рис. 1.

Рис. 2.

Внешняя недеформируемая сфера 1 радиуса R1 (рис. 1) движется поступательно
с абсолютным ускорением a, заданным проекциями на оси связанной с центром O1

сферы 1 поступательно движущейся (относительно некоторой инерциальной систе-
мы координат) системы координат O1x1y1z1 и вращается (относительно O1x1y1z1) с
абсолютной угловой скоростью ⌦1 [4]. Между внешней сферой 1 и внутренней неде-
формируемой сферой 2 (ротором) радиуса R2 залит поддерживающий слой вязкой
несжимаемой жидкости 3 который приводится в движение из-за движения сферы 1 и
приводит в движение сферу 2. Свяжем с центром масс внутренней сферы O2 систему
координат O2xyz, оси которой параллельны осям системы координат O1x1y1z1, т.е.
r = (x, y, z)T , a = (ax, ay, az)T , ⌦1 = (⌦1x,⌦1y,⌦1z)T . Центр внутренней сферы полу-
чает смещение w = (wx, wy, wz)T , абсолютная угловая скорость вращения внутренней
сферы суть ⌦2, p, V = ⌦1 ⇥ r + v – давление в поддерживающем слое и скорость
частиц жидкости относительно O2xyz, Q = (Qx, Qy, Qz)T и M = (Mx,My,Mz)T – со-
ответственно сила и момент сил, действующих со стороны поддерживающего слоя на
внутреннее тело. Поворот от некоторой декартовой системы координат (x, y, z) к де-
картовой системе координат (⇠, ⌘, ⇣) характеризуется набором углов ↵ = (↵1,↵2,↵3)T

в порядке ↵3 ! ↵2 ! ↵1 (рис. 2), и вспомогательные матрицы суть
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Система координат O1xkykzk жестко связана с внешним корпусом подвеса, а сфера
1 вращается относительно корпуса вокруг оси O1xk с угловой скоростью !1. Углы
↵1 = (↵11 ,↵12 ,↵13)

T характеризует повороты от координатных осей O1x1y1z1 к коор-
динатным осям O1xkykzk. Резалева система координат O2xryrzr связана с ротором.
Ось O2xr является главной центральной осью с максимальным моментом инерции,
и ротор вращается относительно O2xryrzr вокруг оси O2xr с угловой скоростью !2.
Углы ↵2 = (0,↵22 ,↵23)

T характеризуют повороты от координатных осей O2xkykzk к
осям O2xryrzr. С декартовой системой координат O2xyz связана сферическая система
координат (⇠,#,') с единичными направляющими векторами er, e#, e'

x = r sin# cos', y = r sin# sin', z = r cos#, r = R2 + ⇠, e' = (� sin', cos', 0)T

er = (sin# cos', sin# sin', cos#)T , e# = (cos# cos', cos# sin',� sin#)T
(2)

Пусть m, J1, J2 – масса и моменты инерции внутренней сферы (ротора), J1 >
J2; g = Const, |g| = g – ускорение свободного падения; k1a и k2a – коэффициенты
демпфирования и упругой жесткости аксиального центрирующего устройства; ⇢, ⌫
– плотность жидкости и ее кинематическая вязкость. При приведении модельных
уравнений к безразмерным переменным полагаем � = R1 � R2, � = �/R2 ⌧ 1, ⇠ =
R2�⇠⇤, r = R2r⇤, r⇤ = 1 + �⇠⇤, x = R2x⇤, y = R2y⇤, z = R2z⇤, h = �h⇤, !1 = ⌦h!⇤

1, ⌦h

– характерное значение угловой скорости вращения сферы 1 относительно корпуса
подвеса; t = t⇤/⌦h, ⇢2 = m/(43⇡R

3
2), � = g/(R2⌦2

h) – характеризует нагруженность
подвеса, w = �w⇤, g = gg⇤, g⇤ = Const, |g⇤| = 1, a = ga⇤, !2 = ⌦h!⇤
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2, ⌦ = (⌦x,⌦y,⌦z)T = ⌦1 �⌦2 = ⌦h⌦

⇤ – угловая скорость �скольжения�
внутренней сферы, v# = ⌦hR2v⇤#,v' = ⌦hR2v⇤', vr = �⌦hR2v⇤r , v⇤ = �v⇤rer + v⇤#e# +
v⇤'e', v = ⌦hR2v⇤, p = ⇢⌦2

hR
2
2p

⇤, J1,2 = mR2
2J

⇤
1,2, � = ⌦h�2/⌫ – колебательное число

Рейнольдса, Q = ⇢R4
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2
hQ

⇤, M = ⇢⌫R4
2⌦hM⇤/�, k⇤1a = k1a/(⇢R4
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2⌦

2
h).

Далее символ ()⇤ над безразмерными переменными опущен. Начальные значения a0 =

a|t=0, !
(0)
1 = !1|t=0, ↵

(0)
1 = ↵1|t=0 соответствуют равновесному состоянию, и

a = a0 + µa1(t), ↵1 = ↵(0)
1 + µ↵(1)

1 (t), !1 = !(0)
1 + µ!(1)

1 (t), ⌦1 = ⌦
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ea(↵) = A(↵)(1, 0, 0)T , fa(↵(0),↵(1)) = 1
µ [ea(↵

(0) + µ↵(1))� ea(↵(0))], ()̇ = d()/dt

(3)

Здесь µ характеризует амплитуду изменения входного возмущения. Уравнения дви-
жения в безразмерных переменных следуют из [8] в пренебрежении сжимаемостью
жидкости и некоторыми малыми порядка �2 и после редукции давления имеют вид

�(⇢2/⇢� 1)ẅ = �(⇢2/⇢� 1)(g � a) + 3
4⇡Q� ((k1aẇ + k2aw) · ea(↵1))ea(↵1)

⇢2
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T (↵2)AT (↵1)M, J = diag(J1, J2, J2)

⌦2 = (!2, 0, 0)T + !(r), !(r) = B(↵2)↵̇2 + µ1AT (↵2)B(↵1)↵̇
(1)
1

(4)
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h = ��1{[(1 + �)2 + �2((w · er)2 �w2)]1/2 � 1}�w · er
⌦ = !1ea(↵1)�A(↵1)[B1(↵2)↵̇2 + !2ea(↵2)]

(5)
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В качестве начальных условий для (4) и (6) задаются w|t=0, ẇ|t=0, !2|t=0, ↵22 |t=0,
↵̇22 |t=0, ↵32 |t=0, ↵̇32 |t=0, v#|t=0, v'|t=0. Для скалярного f = f(⇠,#,') и векторного
F = Fr(⇠,#,')er + F#(⇠,#,')e# + F#(⇠,#,')e' полей

r(s)f =
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@#
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Модельные уравнения (4), (6)-(8) представляют собой связанную посредством гра-
ничных условий (7) и условий связи (8) систему обыкновенных дифференциальных
уравнений (4) динамики абсолютно твердого тела и уравнений в частных производных
(6) – уравнения несжимаемости, уравнения баланса расхода жидкости и укороченных
уравнений Навье-Стокса, т.е. комбинированную динамическую систему (КДС) [6].
Функции a1(t), ↵(1)

1 (t), !(1)
1 (t) являются входными, а функции w(t), ↵2(t), !2(t) –

выходными. При неограниченном возрастании угловой скорости вращения подвеса,
т.е. � ! 1, безразмерный параметр � = (⇢2/⇢� 1)���2 = const = O(1).

В равновесном состоянии величины w = w0, ⌦ = ⌦(0), h = h0, v = v0, p = p0,
Q = Q0, M = M0 являются решением нелинейных краевых задач, которые следуют
из (1)-(9) при a1 = ↵(1)

1 = !(1)
1 = 0, ()̇ = 0, @()/@t = 0. Их асимптотическим интегриро-

ванием в [9] показано, что при поперечных нагрузках с ростом колебательного числа
Рейнольдса � подвес быстро центрируется. При ↵(0)

1 = (0,�1
2⇡, 0)

T , g = (0,�1, 0)T ,
a0 = (a0x, a0y, 0)T , !(0)

1 = 1 w0 = �20
9

�
1� 20

9 �
�
�(a0x, 1 + a0y, 0)T��2+¯̄o(��2), � ! 1,

что согласуется с результатами численного моделирования в [10].
Моделирование устойчивости
При выводе линейных уравнений возмущенного движения полагаем w = w0+µw1,

↵2 = ↵(0)
2 + µ↵(1)

2 , !2 = !(0)
2 + µ!(1)

2 , ⌦ = ⌦(0) + µ⌦(1), h = h0 + µh1, v = v(0) + µv(1),
p = p(0)+µp(1),Q = Q0+µQ1, M = M0+µM1, µ ! 0. Величины w1, ↵

(1)
2 , !(1)
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v(1), p(1), Q1, M1 являются решением следующей системы линейных уравнений (на по-
движной границе выполняется снесение граничных условий на невозмущенную стенку
[11]), которая после преобразования Лапласа по времени f(t) ! f̃(�) =

R1
0 f(t)e��tdt

принимает вид (символ ()̃ над изображениями Лапласа далее опущен)
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@⇠2

+ 2�
@v#
@⇠

◆
+ F (L)

# [v]

�v' = � 1

1 + �⇠

1

sin#

@ p|⇠=0

@'
+

1

�

✓
@2v'
@⇠2

+ 2�
@v'
@⇠

◆
+ F (L)

' [v]

F (L)[v] = F (L)
r [v]er + F (L)

# [v]e# + F (L)
' [v]e' = F(L)[v]� �(1 + �⇠)⌦(1)

1 ⇥ er�
�r(s)(⌦(1)

1 ⇥ er · v(0))� 2⌦(1)
1 ⇥ v(0) +⌦(1)

1 r(s) · (er ⇥ v(0))+

+2�(1 + �⇠)�1r(s)
R ⇠
0 ⌦

(1)
1 ⇥ v(0) · erd⇠

F(L)[v] = F (L)
r [v]er + F (L)

# [v]e# + F (L)
' [v]e' = r(s)(⌦(0)

1 ⇥ v · er)� v(0)r @v/@⇠�
�vr@v(0)/@⇠ � �v(0)r v � �vrv(0) � 2⌦(0)

1 ⇥ v +⌦(0)
1 r(s) · (er ⇥ v)+

+(1� �⇠)[(er ⇥ v(0))r(s) · (er ⇥ v) + (er ⇥ v)r(s) · (er ⇥ v(0))�
�r(s)(v(0)# v# + v(0)' v')] +

�2

� [r(s)(r(s) · v)� er ⇥r(s)(r(s) · (er ⇥ v))]�
��(1 + �⇠)�1r(s)

R ⇠
0 W (L)d⇠, W (L) = 2(v(0)# v# + v(0)' v' �⌦(0)

1 ⇥ v · er)
v#|⇠=0 = �⌦ · e', v'|⇠=0 = ⌦ · e#
v#|⇠=h0(#,')

= �(⌦(0)
1 ⇥w +⌦(1)

1 ⇥w0 � �w) · e# � h(@v(0)# /@⇠)
���
⇠=h0(#,')

v'|⇠=h0(#,')
= �(⌦(0)

1 ⇥w +⌦(1)
1 ⇥w0 � �w) · e' � h(@v(0)' /@⇠)

���
⇠=h0(#,')

Q =
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

h
���1(e#(@v#/@⇠)|⇠=0 + e'(@v'/@⇠)|⇠=0)� p|⇠=0er

i

M = 8
3⇡�⌦+

R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

h
e'(@v#/@⇠)|⇠=0 � e#(@v'/@⇠)|⇠=0

i

(11)

Аналогично [6], представим изображение реакций поддерживающего слоя в виде

Q = Q(⌦,1)(�)⌦(1)
1 +Q(w)(�)w +Q(⌦)(�)⌦

M = M (⌦,1)(�)⌦(1)
1 +M (w)(�)w +M (⌦)(�)⌦

(12)

Подстановка (12) в (10) приводит к системе линейных алгебраических уравнений от-
носительно изображений Лапласа возмущений выходных функций w(�), ↵2(�), !2(�),
позволяющей линейно выразить их через изображения Лапласа возмущений входных
функций a1(�), ↵

(1)
1 (�), !(1)

1 (�), т.е. найти передаточные функции. Ее определитель
D(�), т.е. характеристический квазимногочлен КДС [2, 6, 7], имеет вид
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D(�) =

����
Bww(�) Bw↵(�)
B↵w(�) B↵↵(�)

����
Bww(�) = �(⇢2/⇢� 1)�2 diag(1, 1, 1) + (k1a�+ k2a)B(1) � 3Q(w)(�)/(4⇡)

Bw↵(�) = 3Q(⌦)(�)A(↵(0)
1 )B(3)(�)/(4⇡)

B↵w(�) = �3�AT (↵(0)
2 )AT (↵(0)

1 )M (w)(�)/(4⇡�)

B↵↵(�) =
⇢2
⇢ [J1� diag(1, 0, 0) + (J�2 + J1!

(0)
2 B(2)�)B(↵(0)

2 ) diag(0, 1, 1)]+

+3�AT (↵(0)
2 )AT (↵(0)

1 )M (⌦)(�)A(↵(0)
1 )B(3)(�)/(4⇡�)

B(1) = ea(↵
(0)
1 )[ea(↵

(0)
1 )]T ; B(2) = [b(2)kj ], b(2)kj = �2k�

3
j � �3k�

2
j , k, j = 1, 2, 3

B(3)(�) = A(↵(0)
2 ) diag(1, 0, 0) + (�B1(↵

(0)
2 ) + !(0)

2 @ea(↵
(0)
2 )/@↵) diag(0, 1, 1)

(13)

Пусть e(3)1 = (1, 0, 0)T , e(3)2 = (0, 1, 0)T , e(3)3 = (0, 0, 1)T . Столбцы входящих в выра-
жение (13) для характеристического квазимногочлена КДС матриц Q(w)(�), Q(⌦)(�),
M (w)(�), M (⌦)(�) находятся решением следующей краевой задачи:

h = [�[(1 + �)2 + �2((w0 · er)2 �w2
0)]

�1/2[(w0 · er)er �w0]� er] · e(3)j

v = �vrer + vk, vk = v#e# + v'e', vr = �(1 + �⇠)�2r(s) ·
R ⇠
0 (1 + �⇠)vkd⇠

�(L)[vk] =
R h0

0 (1 + �⇠)vkd⇠+{1
2(1 + �h0)2(�e

(3)
j �⌦(0)

1 ⇥ e(3)j ), 0}

r(s) ·�(L)[vk] = 0, �v# = � 1

1 + �⇠

@ p|⇠=0

@#
+

1

�

✓
@2v#
@⇠2

+ 2�
@v#
@⇠

◆
+ F (L)

# [v]

�v' = � 1

1 + �⇠

1

sin#

@ p|⇠=0

@'
+

1

�

✓
@2v'
@⇠2

+ 2�
@v'
@⇠

◆
+ F (L)

' [v]

v#|⇠=0 = {0,�e(3)j · e'}, v'|⇠=0 = {0, e(3)j · e#}
v#|⇠=h0(#,')

= {�(⌦(0)
1 ⇥ e(3)j � �e(3)j ) · e# � h(@v(0)# /@⇠)

���
⇠=h0(#,')

, 0}

v'|⇠=h0(#,')
= {�(⌦(0)

1 ⇥ e(3)j � �e(3)j ) · e' � h(@v(0)' /@⇠)
���
⇠=h0(#,')

, 0}

{Q(w)(�)e(3)j , Q(⌦)(�)e(3)j } =
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'[���1(e#(@v#/@⇠)|⇠=0+

+e'(@v'/@⇠)|⇠=0)� p|⇠=0er], {M (w)(�)e(3)j ,M (⌦)(�)e(3)j } = {0, 83⇡�e
(3)
j }+

+
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'[e'(@v#/@⇠)|⇠=0 � e#(@v'/@⇠)|⇠=0], j = 1, 2, 3

(14)

Как следует из результатов [11], при |�| � 1, 0 < ↵ < ⇡/2, Re� > � |�| sin↵ элемен-
ты матриц Q(w)(�), Q(⌦)(�), M (w)(�), M (⌦)(�) являются аналитическими функциями.
При � ! 1, Re� > �1 выполнялось асимптотическое интегрирование линейной кра-
евой задачи (14) на основе метода сращиваемых разложений. В результате найдено

Q(w)e(3)j = ��Q(j) + ⌦(0)
1 ⇥Qj , Q(j)(�) = A(j)

0 �+A(j)
1 �1/2 +A(j)

2 +O(��1/2),

j = 1, 2, 3, M (w)(�) = O(�1/2), Q(⌦)(�) = O(��1/2), M (⌦)(�) = 8
3⇡[(��)

1/2+

+2�] diag(1, 1, 1) +O(��1/2), A(j)
0 = �

R 2⇡
0 d'

R ⇡
0 sin#d#p(e)0 er, A(j)

1 =

= �
R 2⇡
0 d'

R ⇡
0 sin#d#(p(e)1 +2���1/2p(e)0 )er, A(j)

2 = �
R 2⇡
0 d'

R ⇡
0 sin#d#(p(e)2 +

+2���1/2p(e)1 )er, r(s) · [h0r(s)p(e)0 + 1
2(1 + �h0)2e

(3)
j ] = 0

r(s) · [h0r(s)p(e)1 � ���1/2(1 + �h0)e
(3)
j � 2��1/2r(s)p(e)0 ] = 0

r(s) · [h0r(s)p(e)2 + f � 2��1/2r(s)p(e)1 � ���1r(s)p(e)0 ] = 0, p(e)0,1,2 = p(e)0,1,2(#,')

f = �(h0 + �h20)r(s)(⌦(0)
1 ⇥ er ·r(s)p(e)0 ) + �h0⌦

(0)
1 ⇥ (h0er +w0)⇤p

(e)
0 �
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�2h0⌦
(0)
1 ⇥r(s)p(e)0 � 1

2 [(1 + �h0)⌦
(0)
1 ⇥ er ·r(s)h0 �⌦(0)

1 ⇥w0((1 + �h0)er�
��r(s)h0)](�e

(3)
j +r(s)p(e)0 )� �

R h0

0 d⇠r(s)
R ⇠
0 d⇠r(s)p(e)0 · v(0)�

�⇤p(e)0

R h0

0 d⇠(1� 3�⇠)v(0) �
R h0

0 d⇠(1� �⇠)r(s)(r(s)p(e)0 · v(0))+

+(er ⇥r(s)p(e)0 )
R h0

0 d⇠(1��⇠)r(s) · (er ⇥ v(0)), ⇤() = r(s) ·r(s)()

(15)

Из (13), (17) следует

lim
�!1

��11D(�) = �3(⇢2/⇢� 1)3(⇢2/⇢)
3J1J

2
2 cos↵

(0)
22 , Re� > �1

Аналогично [7, 12], аналитичность Q(w)(�), Q(⌦)(�), M (w)(�), M (⌦)(�) при умерен-
ных � проверяется численно на основе принципа аргумента. При выполнении данного
условия подвес асимптотически устойчив, если [6, 7, 12]

�
06!<1

argD(i!) = 11
2 ⇡ (16)

Проекционный метод
Численное интегрирование модельных краевых задач выполнялось на основе про-

екционного метода Галеркина [13]. После отображения области, занимаемой поддер-
живающим слоем, на параллелепипед [0, 1] ⇥ [0,⇡] ⇥ [0, 2⇡] посредством перехода к
новой независимой координате x = ⇠/h 2 [0, 1] уравнения (6)-(8) принимают вид

v = �vrer + vk, vk = v#e# + v'e', vr = x(1 + �hx)�1vk ·r(s)h�
�(1 + �hx)�2

R x
0 r(s) · (h(1 + �hx)vk)dx, r(s) ·�[vk] = 0

�[vk] = h
R 1
0 (1 + �hx)vkdx+ 1

2(1 + �h)2(ẇ �⌦1 ⇥w)
@v#
@t

=  #[v, p] =
ḣ

h
x
@v#
@x

� 1

1 + �hx

@ p|x=0

@#
+

1

�

✓
1

h2
@2v#
@x2

+
2�

h

@v#
@x

◆
+ F#[v]

@v'
@t

=  '[v, p] =
ḣ

h
x
@v'
@x

� 1

1 + �hx

1

sin#

@ p|x=0

@'
+

1

�

✓
1

h2
@2v'
@x2

+
2�

h

@v'
@x

◆
+

+F'[v], F [v] = �µ1(1 + �hx)⌦̇
(1)
1 ⇥ er +r(s⇠)(⌦1 ⇥ v · er)� h�1vr@v/@x�

��vrv � 2⌦1 ⇥ v +⌦1r(s⇠) · (er ⇥ v) + (1� �hx)[(er ⇥ v)r(s⇠) · (er ⇥ v)�
�1

2r
(s⇠)(v2# + v2')] + �2[r(s⇠)(r(s⇠) · v)� er ⇥r(s⇠)(r(s⇠) · (er ⇥ v))]/��

��h(1 + �hx)�1
⇥
r(s)

�
h
R x
0 Wdx

�
� xWr(s)h

⇤
, W = v2# + v2' � 2⌦1 ⇥ v · er

v#|x=0 = �⌦ · e', v#|x=1 = ��(ẇ �⌦1 ⇥w) · e#, v'|x=0 = ⌦ · e#
v'|x=1 = ��(ẇ �⌦1 ⇥w) · e'; r(s⇠) = r(s) � (h�1r(s)h)x@/@x

(17)

Q =
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'[���1h�1(e#(@v#/@x)

��
x=0

+ e'(@v'/@x)|x=0)� p|x=0er]

M = 8
3⇡�⌦+

R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'h�1[e'(@v#/@x)|x=0 � e#(@v'/@x)|x=0]/h

(18)

Дискретизация начально-краевой задачи (14) по независимым пространственным
переменным выполнялась на основе проекционного метода Галеркина с использова-
нием представлений

vk = r(s)U � er ⇥r(s)V, p|x=0 =
PN2

k=1

Pk
m=�k pkm(t)Y (m)

k (#,')

U(x,#,', t) =
PN1+2

n=0

PN2
k=1

Pk
m=�k Unkm(t)Tn(2x� 1)Y (m)

k (#,')

V (x,#,', t) =
PN1+2

n=0

PN2
k=1

Pk
m=�k Vnkm(t)Tn(2x� 1)Y (m)

k (#,'), N1 > 7
2�

1/4

Tn(z) = cos(n arccos z), skm = 2⇡(1 + �0m)(k +m)![(2k + 1)(k �m)!]�1

Y (m)
k (#,') = s�1/2

km P (m)
k (cos#) cosm', m = 0, k, k = 0, 1, 2, ...,

Y (�m)
k (#,') = s�1/2

km P (m)
k (cos#) sinm', m = 1, k, k = 1, 2, 3, ...,

(19)
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P (m)
k (z) = (1� z2)

m
2
dmPk(z)

dzm
, Pk(z) =

(�1)k

2kk!

dk

dzk
(1� z2)k, N2 > [3�/(4�2)]1/3

Дискретизованные аналоги уравнений баланса расхода жидкости, Навье-Стокса и
граничных условий (17) принимают вид

R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'�[vk] ·r(s)Y (m)

k = 0, k = 1, N2, m = �k, kR ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

R 1
0 dxTn(2x� 1)(@vk/@t� [v, p]) ·r(s)Y (m)

k ⌘
⌘ 1

2

PN1+2
l=0 A(0)

nl U̇lkm �
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

R 1
0 dxTn(2x� 1) [v, p] ·r(s)Y (m)

k = 0R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

R 1
0 dxTn(2x� 1)er ⇥ (@vk/@t� [v, p]) ·r(s)Y (m)

k ⌘
⌘ 1

2

PN1+2
l=0 A(0)

nl V̇lkm �
R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'

R 1
0 dxTn(2x� 1)er ⇥ [v, p]·

·r(s)Y (m)
k = 0,  [v, p] =  #[v, p]e# + '[v, p]e', n = 0, N1, k = 1, N2,

m = �k, k ;
PN1+2

n=0 (�1)nUnkm = 0,
PN1+2

n=0 Unkm = �S(r)
km, k = 1, N2,m = �k, kPN1+2

n=0 (�1)nVnkm = S(v)
km,

PN1+2
n=0 Vnkm = 0, k = 1, N2, m = �k, k

(S(r)
1,1 , S

(r)
1,�1, S

(r)
1,0)

T = (43⇡)
1/2(⌦1 ⇥w � ẇ), S(r)

km = 0, k = m = 0, k = 2, N2,

m = �k, k, S(v)
km = ��1k(

4
3⇡)

1/2(�1m⌦x + ��1
m ⌦y + �0m⌦z), A

(0)
nk =

R 1
�1 Tn(x)Tk(x)dx

(20)

С учетом (19), уравнения (4), (5), (18), (20) представляют собой записанную в неяв-
ной форме систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Ẏ = F(t,Y), Y|t=0 = Y0, Y = (wx, wy, wz, ẇx, ẇy, ẇz,!2,↵22 ,↵23 , ↵̇22 , ↵̇23 ,
Unkm, n = 1, N1, k = 1, N2,m = �k, k, Vnkm, n = 0, N1, k = 1, N2,m = �k, k)T

которая интегрируется численно жестко устойчивым ФДН-методом [14]. При этом ис-
пользуется быстрый алгоритм [15] вычисления матрицы Якоби @F(t,Y)/@Y. Началь-
ные условия Y0 соответствуют равновесному состоянию, в котором F(�0,Y0) = 0.

После перехода к новой независимой пространственной переменной x = ⇠/h0 2 [0, 1]
численное интегрирование линейной краевой задачи (14) выполняется аналогично
(19), (20), и сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений от-
носительно Фурье-коэффициентов.

Уравнения Лежандра (15) относительно соответствующих компонент давления на
поверхности внутренней сферы можно представить в виде

r(s) · (h0r(s)p+ f(#,')) = 0 (21)

где f(#,') – известная вектор-функция. Проекционный метод, позволяющий свести
численное интегрирование (21) к решению системы линейных алгебраических урав-
нений относительно Фурье-коэффициентов pkm, имеет вид

p =
PN

k=1

Pk
m=�k pkmY (m)

k (#,')R ⇡
0 sin#d#

R 2⇡
0 d'(h0r(s)p+ f(#,')) ·r(s)Y (m)

k = 0, k = 1, N,m = �k, k

Результаты моделирования устойчивости
Полагаем, что ось вращения внешней сферы горизонтальна,↵(0)

1 = (0,�1
2⇡, 0)

T ,
g = (0,�1, 0)T , !(0)

1 = 1, т.е. ⌦(0)
1 = (0, 0, 1)T , и подвес подвержен воздействию ин-

тенсивных поперечных перегрузок. Исследуем устойчивость подвеса в окрестности
центрального положения, т.е. при малых относительных эксцентриситетах. Подвесу с
легким внутренним телом и безразмерными параметрами

� = 0.12, � = �1.62, ⇢2/⇢ = 0.471, J1 = 0.833, J2 = 0.584, k1a = k2a = 1 (22)
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при � = 18.26 соответствуют размерные радиус внутренней сферы R2 = 2.5 · 10�2

м, зазор между внешней и внутренней сферами � = 3 · 10�3 м , угловая скорость
вращения внешней сферы ⌦h = 207 рад/c, масса и моменты инерции ротора m =
5.86 · 10�2 кг, J1 = 3.05 · 10�5кгм2, J2 = 2.14 · 10�5кгм2, плотность и кинематическая
вязкость жидкости в поддерживающем слое ⇢ = 2 · 103 кг/м3, ⌫ = 1, 02 · 10�4 м2/c [3].
При a0 = 0 (без перегрузок) равновесное состояние характеризуется практически
нулевым относительным эксцентриситетом |w0| = 0.005736 ⌧ 1. Частотный годограф
представлен на рис. 3a. Здесь и далее частотные годографы показаны в специальном
масштабе u+ iv = |D(i!)|�1D(i!) ln(1 + |D(i!)|).

Рис. 3.

Приращение аргумента частотного годографа составляет 11
2 ⇡, и в соответствии с

(16) сферический гидродинамический подвес асимптотически устойчив.
Подвесу с легким внутренним телом и безразмерными параметрами

� = 0.02, � = �6.94, ⇢2/⇢ = 0.448, J1 = 0.833
J2 = 0.583, � = 160, k1a = k2a = 1

(23)

соответствуют размерные радиус внутренней сферы R2 = 2 · 10�2м, зазор между
внешней и внутренней сферами � = 4 · 10�4 м , угловая скорость вращения внеш-
ней сферы ⌦h = 1000 рад/c, масса и моменты инерции ротора m = 3 · 10�2 кг,
J1 = 10�5 кгм2, J2 = 7 · 10�6 кгм2, плотность и кинематическая вязкость жидкости
в поддерживающем слое ⇢ = 2 · 103 кг/м3, ⌫ = 10�6 м2/c [1]. Равновесное состояние
данного подвеса с повышенной угловой скоростью вращения при пятидесятикратной
перегрузке a0 = (0, 50, 0)Tхарактеризуется относительно небольшим эксцентрисите-
том |w0| = 0.0257. Частотный годограф приведен на рис. 3b. Приращение аргумен-
та частотного годографа составляет 11

2 ⇡, и сферический гидродинамический подвес
асимптотически устойчив.

Равновесному состоянию подвеса с параметрами � = 0.12, � = 18.26,� = 9.16 ·
10�3,⇢2/⇢ = 1.5,J1 = 0.833,J2 = 0.584,k1a = k2a = 1 (тяжелое внутреннее те-
ло) также соответствует достаточно малое значение относительного эксцентриситета
|w0| = 0.005733 ⌧ 1. Частотный годограф показан на рис. 3с. Приращение аргумента
частотного годографа составляет 7

2⇡, и в соответствии с (16) сферический гидроди-
намический подвес неустойчив.



48 Д. К. АНДРЕЙЧЕНКО, К. П. АНДРЕЙЧЕНКО, Д. В. МЕЛЬНИЧУК

Далее на рис. 4 приведены частотные годографы подвеса с параметрами (22) (лег-
кое внутреннее тело) при десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T и последующем
уменьшении колебательного числа Рейнольдса �, чему соответствует увеличение от-
носительного эксцентриситета |w0| в равновесном состоянии. При � = 10 |w0| = 0.173
(рис. 4a), � = 7 |w0| = 0.299 (рис. 4b), � = 4 |w0| = 0.625 (рис. 4c) приращение аргумен-
та частотного годографа составляет 11

2 ⇡, и сферический гидродинамический подвес
устойчив. При � = 3.06 (найдено бинарным делением) |w0| = 0.790 (рис. 4d) частот-
ный годограф проходит через начало координат, что соответствует границе устойчи-
вости. При � = 3 |w0| = 0.801 (рис. 4e)) приращение аргумента частотного годографа
составляет 7

2⇡, и подвес неустойчив. Потеря устойчивости происходит при больших
эксцентриситетах, и подвес обладает значительным запасом устойчивости.

Рис. 4.

На рис. 5a для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (22) при
� = 18.26, a0 = 0, µ = 1 и скачкообразном возрастании десятикратной перегрузки
a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T , где 1(t) – функция единичного скачка Хевисайда, приведены
зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). Как показывают
представленные данные, подвес в течение нескольких периодов вращения внешней
сферы переходит из одного равновесного состояния в другое.
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Рис. 5.

На рис. 5b для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (22) при � =
18.26, постоянной начальной десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T , µ = 1 для
дальнейшего скачкообразного возрастания перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 ·
1(t), 0)T приведены зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t).
Здесь также переход из одного равновесного состояния в другое занимает несколько
периодов вращения внешней сферы.

На рис. 5c для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (23) при a0 = 0,
µ = 1 и скачкообразном возрастании перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T
приведены зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). По
сравнению с рис. 5a, увеличение колебательного числа Рейнольдса � приводит к
уменьшению на порядок характерной величины смещений центра масс ротора. Одна-
ко скорость затухания переходного процесса также уменьшается на порядок.

На рис. 5d для подвеса с легким внутренним телом и параметрами (23), постоянной
начальной десятикратной перегрузке a0 = (0, 10, 0)T для дальнейшего скачкообразно-
го возрастания перегрузки на десять единиц a1 = (0, 10 · 1(t), 0)T и µ1 = 1 приведены
зависимости от времени смещений центра масс ротора wx(t), wy(t). По сравнению с
рис. 5b, здесь также на порядок уменьшается характерная величина смещений центра
масс ротора и скорость затухания переходного процесса.
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Abstract. The stability of a spherical hydrodynamic suspension is investigated with full
consideration of the dependence of the fluid velocity distribution profile on the radial coordinate
in the supporting layer. A suspension with a light internal body is stable over a large range of
changes in relative eccentricity, and when the overloads change by an amount of about a dozen
accelerations of free fall, it moves from one equilibrium state to another. Suspension with a heavy
internal body is unstable.
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