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Аннотация. В настоящей работе проводится исследование некоторого класса дифференци-
альных уравнений с подвижными особенностями. Приводится обобщение полученных ранее
результатов исследования, а именно, теоремы существования и единственности решения рас-
сматриваемого класса уравнений на комплексную область. Получена структура аналитиче-
ского приближенного решения и априорные оценки погрешности. Данные оценки были оп-
тимизированы с помощью апостериорных. Теоретические положения были протестированы с
помощью численного эксперимента.
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1. Введение. Важную роль в описании различных физических явлений служат
дифференциальные уравнения. Ввиду того, что явления, объекты и процессы, воз-
никающие вокруг нас, имеют сложную структуру, чаще всего, для создания их ма-
тематической модели, применяются нелинейные дифференциальные уравнения. Дан-
ный класс уравнений применяется, например, при исследовании волновых процессов
в стержнях и балках [1], [2], в строительных конструкциях [3], [4]. Нелинейные диффе-
ренциальные уравнения имеют подвижные особые точки, что является условием, в об-
щем случае, неразрешимости таких уравнений в квадратурах. Методы решения таких
уравнений можно разделить на следующие варианты: подход в работах [1], [2] осно-
вывается на линеаризации рассматриваемых уравнений. Такой подход не учитывает
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наличие разрывных решений в данных уравнениях, что является недостатком метода.
В работах [5]-[12] дается теоретическое обоснование учета особенностей применяемого
класса нелинейных дифференциальных уравнений и реализация авторского подхода
исследования различных классов уравнений с подвижными особенностями. Отметим,
что для нелинейных дифференциальных уравнений имеется возможность, в единич-
ных случаях, разрешимости в квадратурах [13]-[16], а также имеет место быть анализ
некоторых классов уравнений с помощью преобразования Шварца [17], асимптоти-
ческого подхода [18]-[20]. В работе [22] автор пытается использовать нестандартный
для классической теории метод, принцип фиксированной точки. Данный принцип ис-
пользуется для доказательства теоремы существования и единственности решения
для уравнений с дробными производными. Рассматриваемое в статье [22] матричное
уравнение Риккати было хорошо описано в работе [23], где было доказано существо-
вание подвижных особых точек, что не учитывает автор работы [22]. В публикации
[24] автор приводит примеры точного решения нелинейных дифференциальных урав-
нений, не учитывая их специфику, получает гладкие функции, хотя при иллюстрации
на графиках явно видны особые точки и линии. Если же поиск решения осуществля-
ется в области аналитичности, то необходимо указать область поиска решения, что
автором не было продемонстрировано.

В данной работе проводится обобщение результатов работы [6] на комплексную
плоскость.

2. Результаты исследования. Рассмотрим класс нелинейных дифференциаль-
ных уравнений третьего порядка

y000 = a1(z)y
2 + a2(z)y + a3(z). (1)

В работе [6] приводится замена, с помощью которой уравнение (1) сводится к виду

y000 = y2 + r(z). (2)

Рассматривается задача Коши

y000 = y2 + r(z), (3)
8
<

:

y(z0) = y0,
y0(z1) = y1,
y00(z2) = y2.

(4)

Теорема 1.
Пусть
(1) z⇤ – подвижная особая точка для задачи Коша (3)-(4);
(2) r(z) 2 C 0 в области

|z � z⇤| < ⇢1, (5)
где 0 < ⇢1 = const;

(3) 9Mn :
|r(n)(z⇤)|

n!  Mn, где n = 0, 1, 2, ..., Mi = const,

тогда решение задачи Коши (3)-(4) единственно, и представимо в виде мероморфной
функции

y(z) = (z � z⇤)�3
1X

0

Cn(z � z⇤)n, (6)
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в области
|z � z⇤| < ⇢2, (7)

где ⇢2 = min
n
⇢1,

1
6pM+1

o
,M = sup

n

⇢
|r(n)(z⇤)|

n!

�
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. В общем случае, учитывая структуру (6) решения уравнения
(3), в окрестности подвижной особой точки, для функции y (z), получаем следующее
представление в виде обобщенного степенного ряда:

y (z) = (z � z⇤)⇢
1X

0

Cn(z � z⇤)n, C0 6= 0 .

С учетом условия 2, теоремы 1, функция r(z) представима в виде регулярного ряда

r(z) =
1X

0

An(z � z⇤)n. (8)

Подставив (6) и (8) в уравнение (3) получаем:
1X

0

Cn(z � z⇤)n+⇢�3(n+ ⇢)(n+ ⇢� 1)(n+ ⇢� 2) =

(z � z⇤)2⇢
1X

0

C⇤
n(z � z⇤)n +

1X

0

An(z � z⇤)n,

где правая и левая часть тождественно равны, откуда получаем два условия:

n+ ⇢� 3 = n+ 2⇢, (9)

(n� 3)(n� 4)(n� 5)Cn = C⇤
n +An�6. (10)

Условие (9) позволяет определить значение ⇢ = �3, и характер подвижной особой
точки. Из условия (10) однозначно определяем коэффициенты Сn. Однозначность
коэффициентов разложения говорит о единственности разложения функции y(z) в
ряд.

C0 = �60, C1 = 0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = 0, C5 = 0,
C6 =

A0
126 , C7 =

A1
144 , C8 =

A2
180 , C9 =

A3
240 , C10 =

A4
330 , C11 =

A5
456 , ... .

Предполагаем оценку для коэффициентов Сn:

|С6n| 
1

(6n� 3)(6n� 4)(6n� 5) + 120
(M + 1)n = V6n,

|С6n+1| 
1

(6n� 2)(6n� 3)(6n� 4) + 120
(M + 1)n = V6n+1,

|С6n+2| 
1

(6n� 1)(6n� 2)(6n� 3) + 120
(M + 1)n = V6n+2, (11)

|С6n+3| 
1

6n(6n� 1)(6n� 2) + 120
(M + 1)n = V6n+3,

|С6n+4| 
1

(6n+ 1)(6n� 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+4,

|С6n+5| 
1

(6n+ 2)(6n+ 1)6n+ 120
(M + 1)n = V6n+5,
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где

M = sup
n

(��r(n)(z⇤)
��

n!

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Используя рекуррентное соотношение (10) докажем оценку для коэффициентов
C6n+6.

Путем сдвига индекса в рекуррентном соотношении (10) получаем:

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1)C6n+6 = C⇤
6n+6 +A6n,

или

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1)C6n+6 =
6nX

1

CiC6n�i +A6n. (12)

Далее учитывая предполагаемые оценки для Сnи формулы (11) производим оценку:

|C6n+6| 
1

((6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120)
·

·(
6nX

1

(M + 1)
i
6 (M + 1)n�

i
6

((i� 3)(i� 4)(i� 5) + 120)(6n+ 3� i)(6n+ 2� i) + 120
+A6n) 

 1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
(M + 1)n · (

6nX

1

1

(i� 3)(i� 4)(i� 5) + 120)
⇥

⇥ 1

(6n+ 3� i)(6n+ 2� i)(6n+ 1� i) + 120
+M)  (M + 1)n+1

(6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120
.

Проделывая аналогичную операцию для остальных коэффициентов, убеждаемся в
справедливости нашей гипотезы (9), аналогично случаю C6n+6.

Далее, рассмотрим ряд:
1X

0

Vn |z � z⇤|n =
1X

k=1

V6k |z � z⇤|6k +
1X

k=1

V6k+1 |z � z⇤|6k+1+
1X

k=1

V6k+2 |z � z⇤|6k+2+

+
1X

k=1

V6k+3 |z � z⇤|6k+3+
1X

k=1

V6k+4 |z � z⇤|6k+4 +
1X

k=1

V6k+5 |z � z⇤|6k+5.

Данный ряд является мажорирующим для правильной части ряда

Y (z) = |z � z⇤|�3
1X

0

Cn |z � z⇤|n

при справедливости оценок (9). Применяя признак Даламбера, устанавливаем область

сходимости рядов вида
1P
k=1

V6k+i |z � z⇤|6k+i:

lim
n!1

����
(M + 1)k+1(z � z⇤)6k+6((6n� 3)(6n� 4)(6n� 5) + 120)

((6n+ 3)(6n+ 2)(6n+ 1) + 120)(M + 1)k(z � z⇤)6k

���� = lim
n!1

��(M + 1)(z � z⇤)6
��  1,

|z � z⇤|  1
6
p
M + 1

. (13)

Таким образом убеждаемся сходимости ряда (6) в области (7).
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Выбирая значение для ⇢2: ⇢2 = min
n
⇢1,

1
6pM+1

o
, убеждаемся в сходимости пра-

вильной части ряда (6) в области (7).
Следующая теорема позволяет получить априорную оценку для приближенного

решения

yN (z) = (z � z⇤)�3
NX

0

Cn(z � z⇤)n (14)

Теорема 2. При выполнении условий 1-3 теоремы 1, для приближенного решения
(14), в области определяемой соотношением (7), имеет место оценка погрешности

�yN (z)  �, (15)
где

�  (M + 1)
N+1

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 2)(N � 3)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 1)(N � 2)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

N(N � 1)(N � 2) + 120
+

+
|z � z⇤|3

(N + 1)N(N � 1) + 120
+

|z � z⇤|4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

!

в случае N + 1 = 6n,

�  (M + 1)
N
6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 2)(N � 3)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 1)(N � 2)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

N(N � 1)(N � 2) + 120
+

|z � z⇤|3

N(N + 1)(N � 1) + 120
+

+
|z � z⇤|4

N(N + 2)(N + 1) + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 1)(N + 2)(Nn+ 3) + 120

!

при N + 1 = 6n+ 1,

�  (M + 1)
N�1

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 2)(N � 3)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 1)(N � 2)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

(N � 1)N(N � 2) + 120
+

|z � z⇤|3

(N � 1)(N + 1)N + 120
+

+
|z � z⇤|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

!

для варианта N + 1 = 6n+ 2,

�  (M + 1)
N�2

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 2)(N � 3)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 2)(N � 1)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

(N � 2)N(N � 11) + 120
+

|z � z⇤|3

(N + 1)N(N � 1) + 120
+

+
|z � z⇤|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

!
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если N + 1 = 6n+ 3,

�  (M + 1)
N�3

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 3)(N � 2)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 3)(N � 1)(N � 2) + 120
+

|z � z⇤|2

N(N � 1)(N � 2) + 120
+

|z � z⇤|3

(N + 1)N(N � 1) + 120
+

+
|z � z⇤|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

!

для N + 1 = 6n+ 4 и

�  (M + 1)
N�4

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 4)(N � 2)(N � 3) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 1)(N � 2)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

N(N � 1)(N � 2) + 120
+

+
|z � z⇤|3

(N + 1)N(N � 1) + 120
+

|z � z⇤|4

(N + 2)(N + 1)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 3)(N + 2)(N + 1) + 120

!

при N + 1 = 6n+ 5.

При этом, ⇢2 = min
n
⇢1,

1
6pM+1

o
,M = max

⇢
sup
n

|r(n)(z⇤)|
n!

�
, n = 0, 1, 2, ... .

Доказательство. Докажем оценку для случая N + 1 = 6n. Имеем

|y(z)� yN (z)| =
����
1P
0
Cn(z � z⇤)n �

NP
0
Cn(z � z⇤)n

���� =

�����
1P

n=N+1
Cn(z � z⇤)n

����� 


1X

n=N+1

|Cn(z � z⇤)n| =
1X

n=N+1

|Cn| |z � z⇤|n 
1X

n=N+1

|Cn| |z � z⇤|n =

=
1X

k=[N6 ]

 
5X

i=1

|C6k+i| |z � z⇤|6k+i

!



1X

k=[N+1
6 ]

 
5X

i=0

(M + 1)k

(6k � 3 + i) (6k � 4 + i) (6k � 5 + i) + 120
|z � z⇤|6k+i

!


 (M + 1)k · |z � z⇤|6k

1� (M + 1) |z � z⇤|6

 
5X

i=0

|z � z⇤|i

(6k � 3 + i) (6k � 4 + i) (6k � 5 + i) + 120

!


 (M + 1)
N+1

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

 
5X

i=0

|z � z⇤|i�
6N+1

6 � 3 + i
� �

6N+1
6 � 4 + i

� �
6N+1

6 � 5 + i
�
+ 120

!
=

=
(M + 1)

N+1
6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

  
5X

i=0

|z � z⇤|i

(N � 2 + i) (N � 3 + i) (N � 4 + i) + 120

!
.
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Следовательно,

�  (M + 1)
N+1

6 · |z � z⇤|N+1

1� (M + 1) |z � z⇤|6

✓
1

(N � 2)(N � 3)(N � 4) + 120
+

+
|z � z⇤|

(N � 1)(N � 2)(N � 3) + 120
+

|z � z⇤|2

N(N � 1)(N � 2) + 120
+

|z � z⇤|3

(N + 1)N(N � 1) + 120
+

|z � z⇤|4

(N + 1)(N + 2)N + 120
+

|z � z⇤|5

(N + 1)(N + 3)(N + 2) + 120

!

Аналогичным образом получаем выражения оценок для вариантов N +1 = 6n+1,
N + 1 = 6n + 2, N + 1 = 6n + 3, N + 1 = 6n + 4, N + 1 = 6n + 5 соответственно,

при этом ⇢2 = min

(
⇢1, 1

6q(M+1)

)
,

M = max sup
n

(��r(n)(z⇤)
��

n!

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

3. Численный эксперимент. Рассмотрим задачу Коши (3)�(4) , где

r(z) = 0 y(0) = 1/4, y0(0) = i, y00(0) = 1, z⇤ = 2.652717

Результаты расчетов для задачи Коши (3)-(4) представлены в таблице 1.
Таблица 1. Результаты численного эксперимента.

z1 y9(z1) �1 �2

2.6523 78.3005 + 12.2448i 0.001 0.0001

Таблица 1. Квадратичная аппроксимация

где y9(z1) – аналитически приближенное решение (13); �1 – оценка погрешности по
теореме 2; �2 – апостериорная оценка. Для �2 = 0.001 на основании теоремы 2 имеем
N = 15. В структуре приближенного решения (13) Слагаемые с 10 по 15 в общей
сумме не превышают требуемой точности – " = 0.0001. Таким образом, при N = 9
получаем значение y9(z1) с точностью " = 0.0001.

4. Вывод. В данной работе представлено обобщение полученных ранее резуль-
татов для рассматриваемого класса уравнений в окрестности подвижной особой точки
для комплексной области. Построено аналитическое приближенное решение, найдена
априорная оценка погрешности. Представлены результаты численного эксперимента,
подтверждающие теоретические результаты. Проиллюстрирован вариант оптимиза-
ции априорных оценок с помощью апостериорных.
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INVESTIGATION IN THE NEIGHBORHOOD OF A MOVING SINGULAR
POINT OF A CERTAIN CLASS OF A THIRD-ORDER NONLINEAR

DIFFERENTIAL EQUATION FOR A COMPLEX DOMAIN

National Research Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. In this paper, we study a certain class of differential equations with moving singularities.
A generalization of the previously obtained results of the study, namely, the existence and
uniqueness theorem for the solution of the considered class of equations, to the complex domain
is given. The structure of the analytical approximate solution and a priori error estimates are
obtained. These estimates were optimized using post hoc estimates. Theoretical provisions were
tested using a numerical experiment.
Keywords: Cauchy problem, existence and uniqueness theorem, moving singular points, a priori
estimates
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