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Аннотация. В работе дано развитие метода малого параметра к определению напряженно-

го состояния трехслойного анизотропного цилиндрического стержня некругового поперечного

сечения при упругопластическом кручении. Два внешних слоя находятся в пластическом со-

стоянии, внутренний слой находится в упругопластическом состоянии. Рассматривается слу-

чай пластической анизотропии, учитывающей одновременно и анизотропию согласно Хиллу

и трансляционную анизотропию. Каждый слой обладает своими параметрами анизотропии.

В первом приближении определены напряжения в пластических областях, перемещение и

напряжения в упругой области внутреннего слоя и упругопластическая граница.
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Введение
Пластическое деформирование твердых тел влечет за собой приобретение материа-

лом свойств пластической анизотропии. Метод малого параметра позволяет получить
приближенное аналитическое решение задач для тел со сложной реологией.
Среди моделей пластических тел, учитывающих анизотропию, выделяют условие пла-
стичности Хилла, которое содержит 6 констант анизотропии [1]. Однако, условие пла-
стичности Хилла не учитывает эффект Баушингера. К моделям, учитывающим этот
эффект, относится модель трансляционного упрочнения, которую предложили А. Ю.
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Ишлинский [2] и В. Прагер [3]. Д. Д. Ивлев с коллегами на основе подобных пред-
ставлений предложили модель идеальнопластического тела с трансляционной анизо-
тропией [4, 5]. В задачах пластического кручения трансляционная анизотропия учи-
тывалась в работе [5], в работе [6] рассматривалась анизотропия согласно Хиллу. В
работах [7, 8] использовался метод малого параметра при определении напряженного
состояния анизотропной толстостенной трубы при упругопластическом кручении. В
работе [7] рассматривался случай трансляционной анизотропии, случай анизотропии
по Хиллу исследовался в работе [8]. Метод возмущений также привлекался при иссле-
довании взаимодействия различных видов пластической анизотропии при упругопла-
стической плоской деформации толстостенной трубы а работе [9]. В работах [10, 11]
исследовался случай анизотропии, учитывающей одновременно и трансляционную
анизотропию и анизотропию согласно Хиллу. В работе [10] рассмотрено упругопла-
стическое состояние толстостенной трубы, находящейся под действием внутреннего
давления. Работа [11] посвящена упругопластическому кручению анизотропного ци-
линдрического стержня некругового поперечного сечения, при этом использовался
метод малого параметра. В настоящей работе метод возмущений применяется для
определения напряженного состояния трехслойного анизотропного цилиндрического
стержня некругового поперечного сечения при упругопластическом кручении. Рас-
сматривается случай анизотропии, частными видами которой являются трансляци-
онная анизотропия и анизотропия согласно Хиллу. Задача решена в первом прибли-
жении. Определены поля напряжений в каждом слое, перемещения в упругой области
внутреннего слоя и упругопластическая граница.

Постановка задачи
Рассмотрим упругопластическое кручение [12] трехслойного пластически анизо-

тропного цилиндрического стержня. Поперечное сечение стержня ограничивается
некруговыми контурами: внешним контуром L1, границами раздела слоев L2 и L3,
и внутренним контуром L4. Предполагается, что крутящий момент М имеет такую
величину, при которой два внешних слоя находятся в пластическом состоянии, а внут-
ренний слой – в упругопластическом, так что существует упругопластическая грани-
ца Ls, которая определяетя при решении задачи о напряженном состоянии. Слои
стержня являются анизотропными, при этом анизотропия одновременно учитывает
анизотропию по Хиллу и трансляционную анизотропию, и каждый слой имеет свои
параметры анизотропии. Решение поставленной задачи будем проводить в цилиндри-
ческой системе координат (⇢, ✓, z, ось z направлена по оси стержня) в безразмерном
виде. Величины, имеющие размерность напряжения, отнесем к пределу текучести
внутреннего слоя k3, а величины, имеющие размерность длины, отнесем к радиусу
упругопластической границы в нулевом приближении r(0)s . Кроме того, далее сим-
вол ”е” вверху означает принадлежность величин к упругой области, символ ”р” – к
пластической.

Запишем систему уравнений для решения задачи:
� уравнение равновесия выполняютя в каждом слое

@⌧⇢zi
@⇢

+
1

⇢

@⌧✓zi
@✓

+
⌧⇢zi
⇢

= 0, (1)

где ⌧⇢z, ⌧✓z – компоненты тензора напряжений;
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� соотношения Коши в упругой зоне внутреннего слоя

"e⇢z3 =
!

2

@we
3

@⇢
, "e✓z3 =

!

2

✓
1

⇢

@we
3

@✓
+ ⇢

◆
, (2)

где we
3 – функция депланации в упругой зоне третьего слоя, ! – крутка или угол

кручения на единицу длины;
� закон Гука

⌧ e⇢z3 = 2G"e⇢z3, ⌧ e✓z3 = 2G"e✓z3, (3)
где G = µ – модуль сдвига;

� условие пластичности в каждом слое примем в виде [11]

Ai

⇣
⌧p⇢zicos✓ � ⌧p✓zisin✓ � ki

⌘2
+Bi

⇣
⌧p⇢zisin✓ + ⌧p✓zicos✓ � �i

⌘2
= Ki

2, (4)

где i = 1, 2, 3; Ai, Bi, ki,�i – параметры анизотропии;
� в упругой области внутреннего слоя подстановкой (2) в (3), а затем в (1), получим

уравнение
�we

3 = 0, (5)
где � = @2

@⇢2
+ 1

⇢2
@2

@✓2 + 1
⇢

@
@⇢ - оператор Лапласа;

� граничное условие на внешнем контуре L1 будет иметь вид
⇣
⌧p⇢z1n⇢1 + ⌧p✓z1n✓1

⌘ ����
L1

= 0; (6)

� на границах раздела слоев L2 и L3 выполняются условия сопряжения напряжений
⇣
⌧p⇢z2n⇢2 + ⌧p✓z2n✓2

⌘ ����
L2

=
⇣
⌧p⇢z1n⇢2 + ⌧p✓z1n✓2

⌘ ����
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, (7)

⇣
⌧p⇢z3n⇢3 + ⌧p✓z3n✓3

⌘ ����
L3

=
⇣
⌧p⇢z2n⇢3 + ⌧p✓z2n✓3

⌘ ����
L3

; (8)

� граничное условие на внутреннем контуре L4 имеет форму
�
⌧ e⇢z3n⇢4 + ⌧ e✓z3n✓4

� ����
L4

= 0; (9)

� на упругопластической границе Ls внутреннего слоя выполняются условия непре-
рывности напряжений

[⌧⇢z3]

����
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= 0, (10)

[⌧✓z3]

����
Ls

= 0. (11)

Компоненты единичной нормали к контуру Li определяются соотношениями
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где �i (⇢, ✓) = 0 (i = 1, 2, 3, 4) - уравнения контуров поперечного сечения.

Применение метода малого параметра
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Определим напряженное состояние стержня с помощью метода возмущений [13].
Ограничимся нулевым и первым приближениями. В каждом слое параметры анизо-
тропии представим в виде

Ai = 1 + �ai, Bi = 1 + �bi, ki = �k(1)i ,�i = ��(1)
i , (13)

где � - безразмерный малый параметр, � << 1.
Уравнения контуров запишем в форме

�i (⇢, ✓) = ⇢�R0i � �iR1i, (14)

где �i = di�, �1  di  1, R1i = R1i(✓) – функции переменной ✓.
Решение поставленной задачи будем искать в виде

⌧ij = ⌧ (0)ij + �⌧ (1)ij , "ij = "(0)ij + �"(1)ij , we = we(0) + �we(1), (15)

⇢s = ⇢(0)s + �⇢(1)s . (16)
Подставляя разложения (13)-(16) в систему уравнений (1)-(12) и приравнивая члены
при одинаковых степенях малого параметра �, получим системы уравнений для ну-
левого и первого приближений.
В нулевом приближении будем иметь.
Уравнение равновесия

@⌧ (0)⇢zi

@⇢
+

1

⇢

@⌧ (0)✓zi

@✓
+

⌧ (0)⇢zi

⇢
= 0. (17)

Соотношения Коши
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⇢
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!
. (18)

Соотношения закона Гука

⌧ e(0)⇢z3 = 2G"e(0)⇢z3 , ⌧ e(0)✓z3 = 2G"e(0)✓z3 . (19)

Условие пластичности в каждом слое

⌧p(0)2⇢zi + ⌧p(0)2✓zi = K2
i . (20)

Граничные условия и условия сопряжения напряжений на границе раздела слоев в
нулевом приближении будут иметь вид

⌧p(0)⇢z1

����
⇢=R01

= 0, ⌧p(0)⇢z2

����
⇢=R02

= ⌧p(0)⇢z1

����
⇢=R02

, ⌧p(0)⇢z3

����
⇢=R03

= ⌧p(0)⇢z2

����
⇢=R03

, ⌧ e(0)⇢z3

����
⇢=R04

= 0. (21)

Условия непрерывности напряжений на упругопластической границе в нулевом при-
ближении примут форму

⌧ e(0)⇢z3

����
⇢=⇢

(0)
s

= ⌧p(0)⇢z3

����
⇢=⇢

(0)
s

, ⌧ e(0)✓z3

����
⇢=⇢

(0)
s

= ⌧p(0)✓z3

����
⇢=⇢

(0)
s

. (22)

Рассмотрим первое приближение.
Система уравнений для первого приближения будет иметь следующий вид.
Уравнение равновесия не меняет свою форму

@⌧ (1)⇢zi

@⇢
+

1

⇢

@⌧ (1)✓zi

@✓
+

⌧ (1)⇢zi

⇢
= 0. (23)
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Соотношения Коши примут вид

"e(1)⇢z3 =
!

2

@we(1)
3

@⇢
, "e(1)✓z3 =

!

2

1

⇢

@we(1)
3

@✓
. (24)

Соотношения закона Гука не изменяются

⌧ e(1)⇢z3 = 2G"e(1)⇢z3 , ⌧ e(1)✓z3 = 2G"e(1)✓z3 . (25)

Условие пластичности в каждом слое будет иметь вид

2⌧p(0)⇢zi ⌧p(1)⇢zi + 2⌧p(0)✓zi ⌧p(1)✓zi + 2
⇣
�k(1)i ⌧p(0)⇢zi cos✓ + k(1)i ⌧p(0)✓zi sin✓

⌘
�

�2
⇣
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i ⌧p(0)⇢zi sin✓ + �(1)
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⌘
+

+ai
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⌘
+

+bi
⇣
⌧p(0)2⇢zi sin2✓ + ⌧p(0)2✓zi cos2✓ + ⌧p(0)⇢zi ⌧p(0)✓zi sin2✓

⌘
= 0.

(26)

В упругой области внутреннего слоя уравнение (5) сохраняет свою форму

�we(1)
3 = 0. (27)

Граничное условие на внешнем контуре L1 (6) примет форму
 
@⌧p(0)⇢z1

@⇢
R11 + ⌧p(1)⇢z1 � ⌧p(0)✓z1

Ṙ11

R01

!����
⇢=R01

= 0. (28)

Условие сопряжения напряжений на границе L2 (7) будет иметь вид
 
@⌧p(0)⇢z2

@⇢
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Ṙ12
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@⇢
R12 + ⌧p(1)⇢z1 � ⌧p(0)✓z1
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!����
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. (29)

Условие сопряжения на границе L3 (8) запишется так
 
@⌧p(0)⇢z3
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!����
⇢=R03

. (30)

Граничное условие на внутреннем контуре L4 (9) будет иметь вид
 
@⌧ e(0)⇢z3

@⇢
R14 + ⌧ e(1)⇢z3 � ⌧ e(0)✓z1

Ṙ14

R04

!����
⇢=R04

= 0. (31)

Условия непрерывности напряжений на упругопластической границе Ls (10), (11) име-
ют форму  

@⌧ e(0)⇢z3

@⇢
⇢(1)s + ⌧ e(1)⇢z3

!����
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s
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(0)
s

, (32)

 
@⌧ e(0)✓z3

@⇢
⇢(1)s + ⌧ e(1)✓z3

!����
⇢=⇢

(0)
s

=

 
@⌧p(0)✓z3

@⇢
⇢(1)s + ⌧p(1)✓z3

!����
⇢=⇢

(0)
s

. (33)

Объединяя (17)-(22), в нулевом приближении получим задачу упругопластического
кручения трехслойного изотропного цилиндирческого стержня кругового поперечного
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сечения.
Решение данной задачи имеет вид

⌧p(0)⇢zi = 0, ⌧p(0)✓zi = Ki, ⌧
e(0)
⇢zi = 0, ⌧ e(0)✓z3 = G!⇢, we(0)

3 = 0, ⇢(0)s = 1. (34)

Результаты для первого приближения
Следуя [14], уравнения контуров Li (i = 1, 2, 3, 4) представим в виде

⇢ = ↵i (1 + di�cosm✓) , (35)
где �1  di  1, причем ↵1 > ↵2 > ↵3 > ↵4.
Из условия пластичности (26) с учетом нулевого приближения (34) можно получить
компоненту напряжения ⌧p(1)✓zi в каждом слое

⌧p(1)✓zi = �k(1)i sin✓ + �(1)
i cos✓ � Ki

4
(ai + bi � (ai � bi) cos2✓) . (36)

Уравнение равновесия (23) в пластических областях можно преобразовать к виду

@

@⇢

⇣
⇢⌧p(1)⇢zi

⌘
= �

@⌧p(1)✓zi

@✓
. (37)

Подставляя (36) в (37) и, производя интегрирование, получим выражение для компо-
ненты напряжений ⌧p(1)⇢zi в каждом слое

⌧p(1)⇢zi = k(1)i cos✓ + �(1)
i sin✓ +

Ki (ai � bi)

4
sin2✓ +

Ni

⇢
, (38)

где Ni = Ni(✓) – неизвестные функции координаты ✓, которые определяются из гра-
ничного условия на внешнем контуре для внешнего слоя и условий сопряжения на-
пряжений на границе раздела слоев для второго и третьего слоев.
Рассмотрим внешний слой.
Граничное условие на внешнем контуре (28), исходя из (34) и (35), примет вид

⌧p(1)⇢z1

����
⇢=↵1

= �K1d1msinm✓. (39)

Подставляя (38) в (39), надем выражение для N1 и получим

⌧p(1)⇢z1 =

✓
k(1)1 cos✓ + �(1)

1 sin✓ +
K1 (a1 � b1)

4
sin2✓

◆✓
1� ↵1

⇢

◆
� ↵1

⇢
K1d1msinm✓. (40)

На границе раздела первого и второго слоев условие сопряжения напряжений (29),
учитывая (34) и (35), будет иметь форму

⌧p(1)⇢z2

����
⇢=↵2

=
⇣
⌧p(1)⇢z1 � d2 (K2 �K1)msinm✓

⌘ ����
⇢=↵2

. (41)

Подстановкой (38) и (40) в (41) найдем N2, и соотношение для ⌧p(1)⇢z2 будет иметь вид

⌧p(1)⇢z2 =

✓
k(1)2 cos✓ + �(1)

2 sin✓ +
K2 (a2 � b2)

4
sin2✓

◆✓
1� ↵2

⇢

◆
+

+

✓
k(1)1 cos✓ + �(1)

1 sin✓ +
K1 (a1 � b1)

4
sin2✓

◆
(↵2 � ↵1)

⇢
�

�(↵1d1K1 + ↵2d2 (K2 �K1))

⇢
msinm✓.

(42)
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Наконец, условие сопряжения напряжений на границе раздела второго и третьего
слоя (30) с учетом (34) и (35) примет форму

⌧p(1)⇢z3

����
⇢=↵3

=
⇣
⌧p(1)⇢z2 � d3 (K3 �K2)msinm✓

⌘ ����
⇢=↵3

. (43)

Выражение для N3 найдем подстановкой (38) и (42) в (43), и затем определим выра-
жение для ⌧p(1)⇢z3 , оно будет иметь вид

⌧p(1)⇢z3 =

✓
k(1)3 cos✓ + �(1)

3 sin✓ +
K3 (a3 � b3)

4
sin2✓

◆✓
1� ↵3

⇢

◆
+

+

✓
k(1)2 cos✓ + �(1)

2 sin✓ +
K2 (a2 � b2)

4
sin2✓

◆
(↵3 � ↵2)

⇢
+

+

✓
k(1)1 cos✓ + �(1)

1 sin✓ +
K1 (a1 � b1)

4
sin2✓

◆
(↵2 � ↵1)

⇢
�

�(↵1d1K1 + ↵2d2 (K2 �K1) + ↵3d3 (K3 �K2))

⇢
msinm✓.

(44)

Таким образом, определены напряжения в первом приближении в пластических об-
ластях.
Рассмотрим упругую область внутреннего слоя.
Выразим компоненты упругих напряжений через функцию депланации в упругой об-
ласти, для этого подставим (24) в (25), получим

⌧ e(1)⇢z3 = G!
@we(1)3

@⇢
, ⌧ e(1)✓z3 = G!

1

⇢

@we(1)3

@✓
. (45)

Граничное условие на внутреннем контуре (31) с учетом начального приближения
(34), уравнения границы (35) и первого из соотношений (45) примет форму

@we(1)

@⇢

����
⇢=↵4

= �↵4d4msinm✓. (46)

Условие непрерывности компоненты напряжений ⌧ (1)⇢z3 на упругопластической границе
(32) подстановкой в него (34) и (45) даст соотношение

@we(1)

@⇢

����
⇢=1

=
1

G!
⌧p(1)⇢z3

����
⇢=1

. (47)

В упругой области для функции депланации объединением уравнения (27) и краевых
условий (46) и (47) с учетом полученного соотношения (44) получим задачу Неймана
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для кольца (0 6 ✓ < 2⇡, ↵4 < ⇢ < 1):
8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

�we(1) = 0

@we(1)

@⇢

����
⇢=1

= 1
G!

⇣
k(1)3 cos✓ + �(1)

3 sin✓ + K3(a3�b3)
4 sin2✓

⌘
(1� ↵3)+

+ 1
G!

⇣
k(1)2 cos✓ + �(1)

2 sin✓ + K2(a2�b2)
4 sin2✓

⌘
(↵3 � ↵2)+

+ 1
G!

⇣
k(1)1 cos✓ + �(1)

1 sin✓ + K1(a1�b1)
4 sin2✓

⌘
(↵2 � ↵1)�

� 1
G! (↵1d1K1 + ↵2d2 (K2 �K1) + ↵3d3 (K3 �K2))msinm✓

@we(1)

@⇢

����
⇢=↵4

= �↵4d4msinm✓

(48)

Решая систему (48), получим выражение для функции перемещения в упругой обла-
сти третьего слоя

we(1)
3 =

1

G!
�
1� ↵2

4

� (M1cos✓ +M2sin✓)

✓
⇢+

↵2
4

⇢

◆
+

+
1

2G!
�
1� ↵4

4

�M3

✓
⇢2 +

↵4
4

⇢2

◆
sin2✓+

+

✓
M4

✓
⇢m +

↵2m
4

⇢m

◆
+

d4↵
m+2
4

⇢m

◆
sinm✓,

(49)

где введены обозначения
M1 = k(1)3 (1� ↵3) + k(1)2 (↵3 � ↵2) + k(1)1 (↵2 � ↵1),
M2 = �(1)

3 (1� ↵3) + �(1)
2 (↵3 � ↵2) + �(1)

1 (↵2 � ↵1),
M3 =

K3(a3�b3)
2 (1� ↵3) +

K2(a2�b2)
2 (↵3 � ↵2) +

K1(a1�b1)
2 (↵2 � ↵1),

M4 =
1

G!(1�↵2m
4 )

(↵1d1K1 + ↵2d2 (K2 �K1) + ↵3d3 (K3 �K2)).
Поле напряжений в упругой зоне получим по формулам (45) подстановкой в них (49)

⌧ e(1)⇢z3 =
1�

1� ↵2
4

� (M1cos✓ +M2sin✓)

✓
1� ↵2

4

⇢2

◆
+

+
1�

1� ↵4
4

�M3

✓
⇢� ↵4

4

⇢3

◆
sin2✓+

+mG!

✓
M4

✓
⇢m�1 � ↵2m

4

⇢m+1

◆
� d4↵

m+2
4

⇢m+1

◆
sinm✓,

(50)

⌧ e(1)✓z3 =
1�

1� ↵2
4

� (�M1sin✓ +M2cos✓)

✓
1 +

↵2
4

⇢2

◆
+

+
1�

1� ↵4
4

�M3

✓
⇢+

↵4
4

⇢3

◆
cos2✓+

+mG!

✓
M4

✓
⇢m�1 +

↵2m
4

⇢m+1

◆
+

d4↵
m+2
4

⇢m+1

◆
cosm✓.

(51)
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Определим упругопластическую границу в первом приближении.
Подставляя (34) в (33), получим формулу для определения радиуса упругопластиче-
ской границы

⇢(1)s =
1

G!

⇣
⌧p(1)✓z3 � ⌧ e(1)✓z3

⌘ ����
⇢=1

. (52)

Подстановка (36) и (51) в (52) дает выражение для упругопластической границы в
первом приближении, оно имеет вид

⇢(1)s =
1

G!

✓
�k(1)3 sin✓ + �(1)

3 cos✓ � K3

4
(a3 + b3 � (a3 � b3) cos2✓)

◆
�

�
�
1 + ↵2

4

�

G!
�
1� ↵2

4

� (�M1sin✓ +M2cos✓)�
�
1 + ↵4

4

�

G!
�
1� ↵4

4

�M3cos2✓�

�m
�
M4
�
1 + ↵2m

4

�
+ d4↵

m+2
4

�
cosm✓.

(53)

Заключение
Таким образом, в работе с помощью метода малого параметра получено прибли-

женное аналитическое решение задачи упругопластического кручения трехслойного
анизотропного цилиндрического стержня. В первом приближении получены напря-
жения в пластических и упругой областях, поле перемещений в упругой области и
упругопластическая граница.
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Yu. D. Shcheglova

PERTURBATION METHOD IN STUDYING THE STRESSED STATE OF A
THREE-LAYER ANISOTROPIC CYLINDRICAL ROD OF NON-CIRCULAR

CROSS SECTION UNDER ELASTIC-PLASTIC TORSION

Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. The paper presents the development of the small parameter method for determining the

stress state of a three-layer anisotropic cylindrical rod of non-circular cross section under elastic-

plastic torsion. The two outer layers are in the plastic state, the inner layer is in the elastoplastic

state. The case of plastic anisotropy is considered, which takes into account both anisotropy

according to Hill and translational anisotropy. Each layer has its own anisotropy parameters. In

the first approximation, the stresses in the plastic regions, the displacement and stresses in the

elastic region of the inner layer, and the elastoplastic boundary are determined.

Keywords: elastoplastic torsion, anisotropy according to Hill, translational anisotropy, stress state,

elastoplastic boundary, small parameter method.
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