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Аннотация. В настоящей работе исследуется деформированное состояние изотропного

стержня из идеального жесткопластического материала, в предположении, что стержень за-

кручивается вокруг своей оси. Кручение изотропных и анизотропных идеально пластических

стержней рассмотрено в работах [1–5]. В работах [6–9] исследовано кручение стержней, нахо-

дящихся под действием линейного давления
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Рассмотрим изотропный стержень из идеально пластического материала кругово-
го сечения радиуса R, ориентированный в цилиндрической системе координат ⇢✓z
причем ось z является осью стержня. Стержень закручивается вокруг своей оси про-
тивоположными и равными парами сил. При этом боковая поверхность стержня пред-
полагается свободной от нагрузок.

Кручение изотропных и анизотропных идеально пластических стержней рассмот-
рено в работах [1–5]. В работах [6–9] исследовано кручение стержней, находящихся
под действием линейного давления.

Пусть напряженное состояние, возникающее в стержне, характеризуется условием
пластичности Мизеса

(�⇢ � �✓)
2 + (�✓ � �z)

2 + (�z � �⇢)
2 + ⌧2⇢✓ + ⌧2✓z + ⌧2⇢z = k2. (k � const) (1)
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(2)

Предположим
�⇢ = �✓ = �z = ��z + µ, (�, µ� const, � > 0)

⌧⇢✓ = 0, ⌧⇢z = ⌧⇢z (⇢, ✓) , ⌧✓z = ⌧✓z (⇢, ✓) .
(3)

Согласно (3) из (1) и (2) следует

⌧2✓z + ⌧2⇢z = k2, (4)
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+
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= � (5)

⌧⇢z
@⌧⇢z
@✓

+ ⌧✓z
@⌧✓z
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= 0. (6)

Умножим соотношение (5) на ⇢⌧✓z

⇢⌧✓z
@⌧⇢z
@⇢

+ ⌧✓z
@⌧✓z
@✓

= (�⇢�⌧⇢z)⌧✓z (7)

Тогда из (6) и (7) получим

⇢⌧✓z
@⌧⇢z
@⇢

� ⌧⇢z
@⌧⇢z
@✓

= (�⇢�⌧⇢z)⌧✓z. (8)

Характеристики и соотношения вдоль характеристик уравнения (8) определяются
из следующих соотношений

d⇢

⇢⌧✓z
= � d✓

⌧⇢z
=

d⌧⇢z
(�⇢�⌧⇢z)⌧✓z

. (9)

Из системы (9) имеем следующее уравнение для определения компоненты ⌧⇢z на-
пряжения

d⌧⇢z
d⇢

+
⌧⇢z
⇢

= �. (10)

Тогда из (10) находим компоненту ⌧⇢z

⌧⇢z =
�⇢2 + c1

2⇢
(11)

где c1 = const вдоль характеристики.
Учитывая, что на контуре поперечного сечения стержня вектор касательного на-

пряжения ⌧ = (⌧⇢z, ⌧✓z) направлен по касательной к нему, при ⇢ = R имеем ⌧⇢z = 0.
Отсюда следует

⌧⇢z =
�(⇢2 �R2)

2⇢
(12)

Согласно (4), из (12) получим

⌧✓z =

s

k2 � �2

4⇢2
(⇢2 �R2)2. (13)
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С учетом (12) и (13) из (9) получим следующее уравнение характеристики

✓ =✓0 �
⇢Z

R

�(⇢2 �R2)d⇢

⇢
q
4⇢2k2 � �2(⇢2 �R2)2

, (14)

где точка M0(R, ✓0) принадлежит контуру поперечного сечения стержня. В соответ-
ствии с [5] характеристики (14) есть окружности радиуса k

� ортогональные контуру
поперечного сечения стержня, причем центры этих окружностей лежат на касатель-
ных к контуру. Огибающая семейства характеристик (14) есть окружность с центром
в начале координат и радиуса

r =

p
1� �2R2 � 1

�
(15)

Деформированное состояние стержня определяется из соотношений ассоциирован-
ного закона пластического течения. С учетом (3) и (4) они имеют вид

"⇢ = "✓ = "z = "⇢✓ = 0, ⌧⇢z"✓z = ⌧✓z"⇢z (16)
где "⇢, "✓, "z, "⇢✓, "✓z, "⇢z – компоненты скоростей деформации.

Интегрируя соотношения (16), и, учитывая, что в начальный момент деформиро-
вания все компоненты деформации равны нулю, имеем

e⇢ = e✓ = ez = e⇢✓ = 0, ⌧⇢ze✓z = ⌧✓ze⇢z (17)
где e⇢, e✓, ez, e⇢✓, e✓z, e⇢z – компоненты деформации.

Рассмотрим соотношения между компонентами деформации e⇢, e✓, ez, e⇢✓, e✓z, e⇢z
и компонентами перемещений u, v, w
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(19)

Из (17) и (18) следует
@u

@⇢
= 0,

u

⇢
+

1

⇢

@v

@✓
= 0,

@w

@z
= 0,

✓
@v
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� v

⇢
+

1

⇢

@u

@✓

◆
= 0. (20)

Положим
u = 0, v = ⇠⇢z (21)

где ⇠ = const Тем самым удовлетворяются соотношения (20).
Из (19) с учетом (21) следует

@e✓z
@⇢

� 1

⇢

@e⇢z
@✓

= ⇠ � e✓z
⇢

(22)

Продифференцируем последнее соотношение из (17) по переменной ✓. Согласно (13)
и (14) получим

⌧⇢z
@e✓z
@✓

� ⌧✓z
@e⇢z
@✓

= 0. (23)

Умножив уравнение (22) на ⇢⌧✓z, и, вычитая из полученного соотношения соотношение
(23), имеем

⇢⌧✓z
@e✓z
@⇢

� ⌧⇢z
@e⇢z
@✓

= ⇠⇢⌧✓z � ⌧✓ze✓z (24)
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Система уравнений для определения характеристик соотношения (24) имеет вид
d⇢

⇢⌧✓z
= � d✓

⌧⇢z
=

d⌧⇢z
(⇠⇢�e⇢z)⌧✓z

. (25)

Из (25) следует, что характеристики соотношений (8) и (24) совпадают. Также из
системы (25) имеем следующее уравнение для определения компоненты деформации
e✓z вдоль характеристик соотношения (24)

de✓z
d⇢

+
e✓z
⇢

= ⇠. (26)

Согласно (26) находим компоненту e✓z

e✓z =
⇠⇢2 + c2

2⇢
(27)

где c2 = const вдоль характеристики.
Согласно (12), (13) и (27) из (17) находим компоненту деформации e⇢z вдоль ха-

рактеристик соотношения (24)

e⇢z =

�(⇢2�R2)
2⇢q

k2 � �2

4⇢2 (⇢
2 �R2)2

⇠⇢2 + c2
2⇢

(28)

Рассматривая огибающую характеристик как предельное положение жесткого слоя,
можно положить на ней компоненты деформации равными нулю. Тогда получим

e✓z =
⇠(⇢2 � r2)

2⇢
, e⇢z =

�⇠(⇢2 �R2)(⇢2 � r2)

4⇢2
q
k2 � �2

4⇢2 (⇢
2 �R2)2

(29)

Таким образом, мы полностью определили деформированное состояние стержня.
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Abstract. In this paper, we study the deformed state of an isotropic rod made of an ideal rigid-

plastic material, assuming that the rod is twisted around its axis. The torsion of isotropic and

anisotropic ideally plastic rods was considered in [1–5]. In [6–9], the torsion of rods under the

action of linear pressure.

Keywords: plasticity, rod, torsion, anisotropy, deformation, stress, associated flow law, isotropy.
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