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Аннотация. В работе рассмотрено решение задачи определения упругопластического со-

стояния тяжелого пространства, ослабленного отверстием эллиптической формы. Материал

среды обладает свойствами анизотропии. Решение задачи выполнялось методом малого пара-

метра. Учет силы тяжести, анизотропных свойств материала и эллиптичности осуществлялся

в первом приближении.
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Рассмотрим тяжелое пространство ослабленное отверстием, материал пространства
будем считать идеальнопластическим, обладающим анизотропией. Для данного тела,
согласно [1, 2] будут иметь место следующие уравнения равновесия:
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где �⇢,�✓, ⌧⇢✓ – компоненты напряжения, � – массовая сила. Будем считать, что контур
отверстия, ослабляющего рассматриваемое пространство, обладает небольшой эллип-
тичностью и он может быть описан в виде выражения

x2

a2(1 + ")2
+

y2

a2(1� ")2
= 1. (2)

Примем, что " = �d1, 0 6 d1 6 1 . В частном случае, при значении " = 0, будет
иметь место случай кругового отверстия радиуса a. Решение будем искать в полярной
системе координат используя метод возмущения по малому параметру, для этого все
величины, указывающие длину приведем к безразмерному виду поделив их на ради-
ус упругопластической зоны ⇢0s в нулевом приближении. Выражение (2) в полярной
системе координат примет вид
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где � – малый параметр. Анизотропные свойства материала укажем в условии пла-
стичности аналогично работе [2]:

A(�p
⇢ � �p

✓)
2 + 4B⌧p⇢✓

2 = 4k2; k � const, (4)
где A,B – константы анизотропии материала. Будем считать, что в нулевом прибли-
жении материал является изотропным, анизотропные свойства будем учитывать в
первом приближении.

A = 1 + a�, B = 1 + b�; a, b� const. (5)
Решение будем искать согласно [2–7] разложением в ряд по малому параметру �

�ij = �(0)
ij + ��0

ij + �2�00
ij + ...,

⇢s = ⇢0s + �⇢0s + �2⇢00s + ... , q = �c1,
� = �c2; c1, c2 � const.

(6)

В нулевом приближении на бесконечном удалении от центра отверстия в материале
будет действовать гидростатическое давление

�(0)e
⇢ |⇢!1 = �p . (7)

Согласно (1), (3) – (7) для нулевого приближения в пластической области будет
справедливо:
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⇢ = �p0 + 2 ln

⇢

↵
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⇣
1 + ln

⇢

↵

⌘
, ⌧ (0)p⇢✓ = 0. (8)

Тогда в упругой области получим следующие выражения:

�(0)e
⇢ = �p� 1

⇢2
, �(0)e

✓ = �p+
1

⇢2
, p+ 1 = 2 ln↵. (9)

Согласно (1), (4) – (6), (8), (9) для первого приближения будет справедлива система
уравнений
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Частным решением неоднородного уравнения является
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Общее решение для пластической области в первом приближении согласно [4] будет
иметь вид

�0p
⇢ = ak ln ⇢+ ak

2 + 5c2�c1
4 ⇢ sin ✓ + 3(c2�c1)

4 ⇢ sin 3✓ + C00 +
C12
⇢ sin ✓+

+1
⇢

⇥�
C31(�8) +

p
8C32

�
cos

�p
8 ln ⇢

�
+�

�
p
8C31 + C32(�8)

�
sin

�p
8 ln ⇢

�⇤
· sin 3✓+

+2d1↵
⇢

⇥p
3 sin

�p
3 ln ⇢

↵

�
� cos

�p
3 ln ⇢

↵

�⇤
cos 2✓,

�0p
✓ = ak ln ⇢+ 3

2ak + 7c2�3c1
4 ⇢ sin ✓ + 3(c2�c1)

4 ⇢ sin 3✓+
+C00 +

C12
⇢ sin ✓ + 1

⇢

⇥�
C31(�8) +

p
8C32

�
cos

�p
8 ln ⇢

�
+

+
�
�
p
8C31 + C32(�8)

�
sin

�p
8 ln ⇢

�⇤
· sin 3✓+

+2d1↵
⇢

⇥p
3 sin

�p
3 ln ⇢

↵

�
� cos

�p
3 ln ⇢

↵

�⇤
cos 2✓,

⌧ 0p⇢✓ = � c2�c1
4 ⇢ cos ✓ � 3(c2�c1)

4 ⇢ cos 3✓ � C12
⇢ cos ✓ � 4d1↵

⇢ cos
�p

3 ln ⇢
↵

�
sin 2✓�

�1
⇢

⇥
3
p
8
�
C32 cos

�p
8 ln ⇢

�
� C31 sin

�p
8 ln ⇢

� 
cos 3✓

⇤
,

(12)

где

a11 = �8 cos
�p

8 ln↵
�
�
p
8 sin

�p
8 ln↵

�
, b1 = �3(c2�c1)↵2

4 ,

a12 =
p
8 cos

�p
8 ln↵

�
� 8 sin

�p
8 ln↵

�
, b2 =

3(c2�c1)↵2

4 ,
C00 = �a ln↵� ak

2 , C31 =
a22b1�a12b2

a11a22�a12a21
, C32 =

a11b2�a21b1
a11a22�a12a21

.

Поскольку компоненты �0
⇢, ⌧

0
⇢✓ на границе пластической области (⇢ = 1) непрерыв-

ны, то из (12) получим
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Перепишем выражения (13) в виде

�0e
⇢ = b000 + b001 sin ✓ + a2 cos 2✓ + b003 sin 3✓,

⌧ 0e⇢✓ = a0001 cos ✓ + a2 cos 2✓ + a0003 cos 3✓, ⇢ = 1,
(14)
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где

a0001 = �
�
C12 +

c2�c1
4

�
, a0003 = �

⇣
3
p
8C32 +

3(c2�c1)
4

⌘
,

a2 =
2d1↵
⇢

⇥p
3 sin

�p
3 ln ⇢

↵

�
� cos

�p
3 ln ⇢

↵

�⇤
,

b000 = �ak ln↵, b001 = C12 +
5c2�c1

4 , b003 = �8C31 +
p
8C32 +

3(c2�c1)
4 .

Согласно (14) компоненты напряжения в упругой области в первом приближении,
запишем в виде [1]
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где N = 16� 9(��2+�2)+ (��8+�8), m = 1

µ , µ – коэффициент Пуассона. Из условий
сопряжения [4], согласно (8), (15), получим

⇢0s = M +M1 sin ✓ +M2 cos 2✓ +M3 sin 3✓, (16)
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THE LIMITING STATE OF BODIES DURING SEPARATION IN THE CASE OF
THE GENERAL PLANE PROBLEM

1
I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

2
I. Yakovlev Chuvash State Pedagogical University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers the solution of the problem of determining the elastoplastic

state of a heavy space weakened by an elliptical hole. The heavy medium material has the

properties of anisotropy. The problem was solved by the small parameter method. The force of

gravity, anisotropic properties of the material, and ellipticity were taken into account in the first

approximation.

Keywords: Plasticity, stresses, ellipticity, gravity, anisotropy.
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