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1. Введение Отметим применение нелинейных дифференциальных уравнений
в: гидродинамике [1]; в изучении устойчивости установившегося свободного падения
авторотирующего тела в среде с сопротивлением [2]; в задачах физики при опреде-
лении времени задержки сверхизлучательной бозонной лавины [3]; в механике строи-
тельных конструкций [4]; в механике [5, 6]; в расчетах конструкций атомных реакто-
ров [7]; в исследовании нелинейной диффузии [8]. Как показывает обзор работы [9],
ее авторы проводят исследования колебаний в эластичной балке с помощью матема-
тической модели на основе дифференциального уравнения

u000(t) + f(t, u(t)) = 0 (1)
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с краевыми условиями (2)

0  t  1, u(0) = u0(0) = u0(1) = 0 . (2)

Неявный вид функцииf(t, u(t)) в уравнении (1) может иметь как линейную, так
и нелинейную структуру относительно искомой функции. В первом случае реше-
ние задачи (1)-(2) не вызывает сложностей в ее решении, нет веских аргументов для
отклонения классических методов решения поставленной задачи. Во втором случае
функцияf(t, u(t)) будет нелинейной относительно искомой функции и поэтому воз-
никают сложности. Одним из аспектов нелинейности дифференциального уравнения
является подвижная особая точка. Поэтому для получения решения задачи (1)-(2)
требуется обоснование отсутствия подвижных особых точек в рассматриваемой обла-
сти, а предлагаемый метод верхних и нижних границ этого не гарантирует. Отметим,
что на данный момент существуют два варианта решения нелинейных дифференци-
альных уравнений. К первому случаю относят ситуацию, когда с помощью специфиче-
ской замены переменной удается разрешить нелинейное дифференциальное уравнение
в квадратурах [10–16]. Во втором случае применяется аналитический приближенный
метод решения [17–21]. В статье [22] рассматривается вариант решения дифферен-
циального уравнения (1) в вещественной области. В данной работе представлено за-
вершение исследований работы [22], решение математической задачи: доказательство
зависимости аналитического приближенного решения рассматриваемой задачи Коши
от погрешности исходных данных. В случае когда неявная функция f(t, u(t)) имеет
полиномиальную структуру шестой степени относительно искомой функции и урав-
нение (1) принимает вид

y000 = a0(x) · y6 + a1(x) · y5 + a2(x) · y4 + a3(x) · y3 + a4(x) · y2 + a5(x) · y1 + a6(x). (3)

Учитывая новую замену переменных

y = 5

r
1

a0
· g(x)� a1(x)

6 · a0
, (4)

приводим уравнение (3) к нормальной форме

g000 = g6 + (r(x)), (5)

при выполнении условий:
8
>><

>>:

a0(x) = a0 = const 6= 0,

a2(x) =
5a21(x)
4a0

, a3(x) =
�55a31(x)

54a20
, a4(x) =

145a41(x)
432a30

, a5(x) = �624a51(x)+870a0a41
1296a40

,

r(x) =
a0001 (x)
6·a0 +

4439a61(x)
46656a50

+
870a51(x)
7776a40

+ a6.

(6)

Указанная замена переменной значительно расширяет класс, рассматриваемых нели-
нейных дифференциальных уравнений в работе [22]. Приведем работы [4, 17–21], где
используемый математический аппарат успешно реализован для нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в вещественной и комплексной областях.

2. Результаты исследования Рассматривается задача Коши

y000 = y6 + r(x), (7)

y(x0) = y0, y0(x0) = y1, y00(x0) = y2, (8)
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В работе [22] доказано существование и единственность решения задачи (7)-(8) и
получена структура приближенного решения в виде

yN (x) =
NX

0

Cn(x� x0)
n. (9)

Так как исходные данные имеют возмущения, то (8) и (9) принимает вид

ỹ(x0) = ỹ0, ỹ0(x0) = ỹ1, ỹ00(x0) = ỹ2, (10)

ỹN (x) =
NX

0

C̃n(x� x0)
n. (11)

Теорема. При выполнении условий:
1) r(x) 2 C1 в области |x� x0| < ⇢1 где ⇢ < 0 = const;

2) 9Mn
|rn(x0)|

n!  Mn;Mn = const, n 2 N.
приближенное решение (11) задачи (7), (10) имеет оценку погрешности

�ỹ(x)  �1 +�2,

где �0,�1 будут соответственно равны:

�1 =
�M(M +�M + 1)6 |x� x0|3

1� (�M +M + 1)5 |x� x0|3
·
 
1

6
+

|x� x0|
24

+
|x� x0|2

60

!
,

�2 =
(M + 1)

5N+8
3 |x� x0|N+3

1� (M + 1)5 |x� x0|3

✓
1

(N + 1)N(N � 1)
+

|x� x0|
(N + 1)(N + 2)N

+

+
|x� x0|2

N(N + 2)(N + 3)

!
.

При этом

⇢2 = min{⇢1,
1

3
p
(M +�M + 1)5

}, M = max{|ỹ0|, |ỹ1|, |ỹ2|, sup
|rn(x0)|

n!
} ,

n = 0, 1, 2, ..., �M = max{�ỹ0,�ỹ1, �ỹ2} .
Доказательство:

�ỹN (x) = |y (x)� ỹN (x)|  |y (x)� ỹ (x)|+ |ỹ (x)� ỹN (x)| = �1 +�2.

Рассмотрим выражение

�2 = |ỹ (x)� ỹN (x)| =

�����

1X

n=0

C̃n(x� x0)
n �

NX

n=0

C̃n(x� x0)
n

����� =

=

�����

1X

n=N+1

C̃n(x� x0)
n
��� .

Переходим к оценке �2. Учитывая оценки для коэффициентов Сn в работе [22] :

|C3k| 
(M + 1)5k+1

3k(3k � 1)(3k � 2)
, |C3k+1| 

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
, (12)

|C3k+2| 
(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
,
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для �2 получаем, в случае N+1=3k:

�2 =

�����

1X

N+1

Cn(x� x0)
n

����� =
���C3k(x� x0)

3k + C3k+1(x� x0)
3k+1 + C3k+2(x� x0)

3k+2+

+C3k+3(x� x0)
3k+3 + C3k(x� x0)

3k+4 + C3k+1(x� x0)
3k+5 +...| =

=
���(C3k(x� x0)

3k + C3k+3(x� x0)
3k+3 + C3k+6(x� x0)

3k+6 + ...) +

+(C3k+1(x� x0)
3k+1 + C3k+4(x� x0)

3k+4k + C3k(x� x0)
3k+7 + ...)+

+(C3k+2(x� x0)
3k+2 + C3k+5(x� x0)

3k+5 + C3k+8(x� x0)
3k+8 + ...)

��� .
Подставляя в последнее выражение в место коэффициентов Cn соответствующие

оценки (12), получаем

�2 
 
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k

3k(3k � 1)(3k � 2)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+3

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
+
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+6

(3k + 5)(3k + 4)(3k + 3)
+ ...

!
+

+

 
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+4

(3k + 3)(3k + 4)(3k + 2)
+

(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+7

(3k + 5)(3k + 6)(3k + 7)
+ ...

!
+

+

 
(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+5

(3k + 3)(3k + 4)(3k + 5)
+
(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+8

(3k + 6)(3k + 7)(3k + 8)
+ ...

!


 (M + 1)5k+1 |x� x0|3k

(3k + 6)(3k + 7)(3k + 5)

 
1 +

(M + 1)5 |x� x0|3

1
+

(M + 1)10 |x� x0|6

1
+ ...

!
+

+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)

⇣
1 + (M + 1)5 |x� x0|3 + (M + 1)10 |x� x0|6 + ...

⌘
+

+
(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)

⇣
1 + (M + 1)5 |x� x0|3 + (M + 1)10 |x� x0|6 + ...

⌘
=

=
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k

1� (M + 1)5 |x� x0|3

 
1

3k(3k � 1)(3k � 2)
+

(M + 1)5 |x� x0|
3k(3k + 1)(3k � 1)

+
(M + 1)10 |x� x0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

!
.

Учитывая связь индексов N + 1 = 3k, получаем выражение оценки для �2 через
индекс N :

�2 
(M + 1)

5
3 (N+1) |x� x0|N+1

1� (M + 1)5 |x� x0|3

✓
1

(N + 1)3N(N � 1)
+

|x� x0|
(N + 1)(N + 2)N

+

+
|x� x0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

!
.

Оценка для выражение �2 получена для аргумента xв области

|x� x0| <
1

(M + 1)3/5
.

Переходим к оценке �1:

�1 = |y (x)� ỹ (x)| =

�����

1X

n=0

Сn(x� x0)
n �

1X

n=0

C̃n(x� x0)
n

����� =

�����

1X

n=0

�С̃n(x� x0)
n

����� .



56 В. Н. ОРЛОВ, А. М. БАРЗИНИ

Предварительно получим оценку для �С̃n. Предположим для �С̃n гипотезу:

�C̃3k  �M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k � 1)(3k � 2)
,�C̃3k+1 

�M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
, (13)

�C̃3k+2 
�M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
.

Докажем ее для случая �С̃3k+3.

�C̃3k+3 
���C3k+3 � C̃3k+3

��� 

�����
C⇤⇤⇤
3k +B3k

3k(3k + 2)(3k + 1)
�

C̃⇤⇤⇤
3k +B3k

3k(3k + 2)(3k + 1)

����� 

 1

3k(3k + 2)(3k + 1)
⇥
���C⇤⇤⇤

3k � C̃⇤⇤⇤
3k

��� 

 1

3k(3k + 2)(3k + 1)

�����

3k+3X

i=0

C⇤
i C

⇤⇤
3k�i �

3k+3X

i=0

C̃⇤
i C̃

⇤⇤
3k�i

����� 

 1

3k(3k + 2)(3k + 1)

������

3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

CjCi�j

1

A
 

3k�iX

l=0

C⇤
l C

⇤
3k�i�l

!
�

�
3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

C̃jC̃i�j

1

A
 

3k�i�jX

l=0

C̃⇤
l C̃

⇤
3k�i�j�l

!����� 

 1

3k(3k + 2)(3k + 1)

������

3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

CjCi�j

1

A
 

3k�iX

l=0

(
lX

n=0

CnCl�n )

 
3k�i�lX

m=0

CmC3k�i�l�m

!!
�

�
3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

C̃jC̃i�j

1

A
 

3k�i�jX

l=0

 
lX

n=0

C̃nC̃l�n

! 
3k�i�j�lX

m=0

C̃mC̃3k�i�j�l�m

!
)

������


 1

3k(3k + 2)(3k + 1)

������

3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

( C̃j +�C̃j

1

A
⇣
C̃i�j +�C̃i�j

⌘
)⇥

⇥
 

3k�liX

l=0

 
lX

n=0

⇣
C̃n +�C̃n

⌘!⇣
C̃l�n +�C̃l�n

⌘
⇥

⇥
 

3k�i�lX

m=0

(C̃m +�C̃m)

!
(C̃3k�i�l�m +�C̃3k�i�l�m) )�

�
3k+3X

i=0

0

@
iX

j=0

C̃jC̃i�j

1

A
 

3k�i�jX

l=0

 
lX

n=0

C̃nC̃l�n

! 
3k�i�j�lX

m=0

C̃mC̃3k�i�j�l�m

!
)

������
.

В последнее выражение подставляем вместо С̃n и �С̃n соответствующие оценки
(12) и (13). После ряда преобразований получаем:

�С̃3k+3 
�M(M +�M + 1)5k+1

(3k + 3)(3k + 1)(3k + 2)
 �M(M +�M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 1)(3k + 2)
.
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Тогда для �2 получаем оценку

�2 
 
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k

3k(3k � 1)(3k � 2)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+3

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
+
(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+6

(3k + 5)(3k + 4)(3k + 3)
+ ...

!
+

 
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+4

(3k + 3)(3k + 4)(3k + 2)
+

(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+7

(3k + 5)(3k + 6)(3k + 7)
+ ...

!
+

 
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)
+
(M + 1)5k+6 |x� x0|3k+5

(3k + 3)(3k + 4)(3k + 5)
+
(M + 1)5k+11 |x� x0|3k+8

(3k + 6)(3k + 7)(3k + 8)
+ ...

!


 (M + 1)5k+1 |x� x0|3k

(3k)(3k � 1)(3k � 2)

 
1 +

(M + 1)5 |x� x0|3

1
+

(M + 1)10 |x� x0|6

1
+ ...

!
+

+
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)

⇣
1 + (M + 1)5 |x� x0|3 + (M + 1)10 |x� x0|6 + ...

⌘
+

+
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 1)

⇣
1 + (M + 1)5 |x� x0|3 + (M + 1)10 |x� x0|6 + ...

⌘


 (M + 1)5k+1 |x� x0|3k

3k(3k � 1)(3k � 2)

✓
1

1� (M + 1)5 |x� x0|3

◆
+

+
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)

✓
1

1� (M + 1)5 |x� x0|3

◆
+

+
(M + 1)5k+1 |x� x0|3k+2

3k(3k + 1)(3k + 2)

✓
1

1� (M + 1)5 |x� x0|3

◆
=

(M + 1)5k+1 |x� x0|3k

1� (M + 1)5 |x� x0|3
⇥

⇥
 

1

3k(3k � 1)(3k � 2)
+

|x� x0|
3k(3k + 1)(3k � 1)

+
|x� x0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

!


 (M + 1)
5N+8

3 |x� x0|N+3

1� (M + 1)5 |x� x0|3

 
1

(N + 1)N(N � 1)
+

|x� x0|
(N + 1)(N + 2)N

+
|x� x0|2

N(N + 2)(N + 3)

!
.

Таким образом для �2 получаем оценку

�2 
(M + 1)

5N+8
3 |x� x0|N+3

1� (M + 1)5 |x� x0|3

 
1

(N + 1)N(N � 1)
+

|x� x0|
(N + 1)(N + 2)N

+
|x� x0|2

N(N + 2)(N + 3)

!
.

Переходим к оценке �1:
Подставляя в выражение для �1 вместо �С̃n полученные оценки (13), будем иметь

�1 =

�����

1X

n=0

�С̃n(x� x0)
n

����� 

�����

1X

k=0

�M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k � 1)(3k � 2)
(x� x0)

3k +

+
1X

k=0

�M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k � 1)
(x� x0)

3k+1+
1X

k=0

�M(M +�M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
(x� x0)

3k+2

����� 

 1

6
�M (M +�M + 1)6 |x� x0|3

1

1� (M +�M + 1)5 |x� x0|3
+

+
1

24
�M (M +�M + 1)6 |x� x0|3

1

1� (M +�M + 1)5 |x� x0|3
+
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+
1

60
�M (M +�M + 1)6 |x� x0|3

1

1� (M +�M + 1)5 |x� x0|3
.

Или

�1 
�M(M +�M + 1)6 |x� x0|3

1� (�M +M + 1)5 |x� x0|3
⇥
 
1

6
+

|x� x0|
24

+
|x� x0|2

60

!
.

Следовательно

�ỹN (x) = �1 +�2 
�M(M +�M + 1)6 |x� x0|3

1� (�M +M + 1)5 |x� x0|3

 
1

6
+

|x� x0|
24

+
|x� x0|2

60

!
+

+
(M + 1)

5N+8
3 |x� x0|N+3

1� (M + 1)5 |x� x0|3

 
1

(N + 1)N(N � 1)
+

|x� x0|
(N + 1)(N + 2)N

+
|x� x0|2

N(N + 2)(N + 3)

!
.

При получении оценки для �1 получаем область сходимости соответствующих ря-
дов

|x� x0| 
1

3
p
(M +�M + 1)5

.

В аналогичной ситуации с оценкой для �2получаем область |x� x0|  1
3
p

(M+1)5
.

Следовательно, оценка для выражения �ỹN (x) справедлива в области

⇢2 = min{⇢1,
1

3
p
(M +�M + 1)5

,
1

3
p
(M + 1)5

}.

Таким образом, завершаем доказательство теоремы.
Доказанная теорема позволяет строить аналитическое продолжение решения зада-

чи Коши (7), (10).
Пример. Рассмотрим задачу Коши (7), (10),

x0 = 1.4; ỹ(x0) = ỹ0 = 1.403817; ỹ0(x0) = ỹ1 = 1.9210816; ỹ00(x0) = ỹ2 = 2.83595; r(x) = 0.

�ỹ0 = 0.0005;�ỹ1 = 0.00001;�ỹ2 = 0.00003;x1 = 1.5.

По начальным данным M = 2, 8359, в структуре приближенного решения (11) имеет
радиус

⇢2 = 0, 106405; x0 = 1, 4; x1 2 |x� x0| < ⇢2.

Характеристики численного расчета рассматриваемого примера представлены в
таблице 1.

x1 ỹ5(x1) �ỹ5(x1) �3

1,5 1.62377 0.00189 0.0009

Таблица 1. Характеристики численного расчета

где, ỹ5(x1)–приближенное решение; �ỹ5(x1)–априорная оценка; �1- составляющая
априорной оценки, показывает какую апостериорную оценку мы можем рассматри-
вать. Если апостериорная оценка оказывается меньше погрешности исходных дан-
ных �y0, �y1, �y2, тогда следует уменьшить возмущение начальных данных, таким
образом можем достичь точности предполагаемой апостериорной оценки. В нашей
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ситуации �3 = 0.0009. Следовательно, нет необходимости уменьшать величину по-
грешности исходных данных �y0, �y1, �y2. Для �3 = 0.0009 по теореме следует, что
такую точность можем достичь при значении N = 10, для которого априорная оценка
�ỹ5(x)  0.000058 . Учтем, что сN = 6 по 10 слагаемые в общей сумме не превышают
требуемой точности " = 9 · 10�4. Таким образом приближенное решение ỹ5(x1) имеет
погрешность " = 9 · 10�4.

3. Заключение В статье завершено исследование приближенного решения рас-
сматриваемой задачи Коши (7),(10) в области аналитичности. Получена зависимость
аналитического приближенного решения от возмущения исходных данных, получена
априорная оценка. Теоретические результаты сопровождены численными расчетами.
С помощью апостериорной оценки существенно удается оптимизировать априорную
оценку. Таким образом, при решении рассматриваемого класса нелинейных диффе-
ренциальных уравнений можно осуществлять аналитическое продолжение решения в
области аналитичности.
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PERTURBATION OF INITIAL DATA AND ANALYTICAL APPROXIMATE
SOLUTION OF A CLASS OF NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS OF

THE THIRD ORDER IN THE REAL DOMAIN

Moscow State University of Civil Engineering, Moscow, Russia

Abstract. The paper presents a continuation of the previously obtained author’s results.

The dependence of the analytical approximate solution of one class of nonlinear differential

equations on the perturbation of the initial data is established. A numerical experiment was

carried out, confirming the theoretical results, and a variant of optimizing a priori estimates using

a posteriori ones was also given. The presented results are the final stage in the substantiation

of an analytical approximate solution for nonlinear differential equations that are generally not

solvable in quadratures.

Keywords: Perturbation of initial data, analytical approximate solution, nonlinear differential

equation, a priori and a posteriori estimates.
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