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Аннотация. В настоящей работе обсуждаются условия совместности на поверхностях сла-

бых и сильных разрывов, распространяющихся в сплошных полуизотропных термоупругих

средах. Для вывода таких граничных условий примняется хорошо известная теория Югонио–

Адамара, существенно развитая Г. И. Быковцевым, обобщенная на случай псевдотензорных

физических полей. Рассматриваются вопросы дифференцирования по псевдоскалярному вре-

мени и его преобразования при зеркальных отражениях и инверсиях пространства. Получены

геометрические и кинематические условия совместности первого порядка в терминах псевдо-

тензоров. Выведены условия совместности для слабых разрывов перемещений и микровра-

щений в полуизотропном микрополярном континууме. Получены условия совместности на

сильных разрывах в полуизотропном термоупругом континууме.
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1. Введение. Для моделирования поведения континуумов, которые не обладают
инвариантностью к зеркальным отражениям и инверсиям пространства, необходимо
использовать алгебру псевдотензоров. Это особенно актуально для таких материа-
лов, как метаматериалы и биоматериалы. В таких средах динамические процессы,
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например, процессы аддитивных технологий, связаны с распространением поверхно-
стей уровня псевдоскалярных физических полей. Работы [1-3] посвящены разработке
соответствующего математического аппарата.

В механике континуума существует проблема постановки двусторонних граничных
условий на поверхностях разрывов физических полей. Эта задача является нетриви-
альной и требует использования специального математического аппарата, который
был разработан в работах [5,6] по вариационному исчислению. Условия совместности
на ударных волнах в газе были получены Ренкиным и Югонио [7,8]. В монографии
[9] изложена теория геометрических и кинематических условий совместности первого
и второго порядка, которые используются для решения задач, связанных с распро-
странением волн в сплошных средах.

Для моделирования процессов распространения поверхностей разрывов в необ-
ратимо деформируемых средах был разработан лучевой метод решения динамиче-
ских задач Г.,И. Быковцевым [10-12]. Он основан на специальном выборе "внутрен-
ней"параметризации поверхности разрыва и представляет собой эффективный подход
к решению данной проблемы (см. также дополнительные главы в монографиях по ме-
ханике континуума [13,14]). Во всех вышеуказанных публикациях [5–14] для описания
динамических процессов использовались абсолютные тензоры.

2. Геометрические условия совместности первого порядка. Допустим те-

перь, что поверхность уровня
[W ]

⌃ псевдоскалярного поля
[W ]

f (xi), задается внутренней
Гауссовой параметризацией u↵ (↵ = 1, 2)

xk = xk(u1, u2, t). (1)

В формуле (1) xk являются пространственными “внешними” координатами для
[W ]

⌃ ,
а u↵ � “внутренними”. В работах Г. И. Быковцева показано, что использование спе-

циальной Гауссовой параметризации [13, c. 224], при которой псевдовектор
[�W ]

@· xi на-

правлен вдоль псевдовектора нормали
[W ]
n i к поверхности

[W ]

⌃ приводит к соотношению

[�W ]

@· xi = eW
[�W ]

G
[W ]
n i. (2)

Г.И. Быковцев систематически использовал уравнение (29) в работах по механике
деформируемого твердого тела [10–12].

Пусть задано физическое контравариантное псевдовекторное поле
[P ]
' k(xs, t) веса

P .1 Предположим, что
[P ]
' k непрерывно и дифференцируемо на каждой стороне по-

верхности
[W ]

⌃ . Величину разрыва [
[P ]
' k] поля

[P ]
' k определим равенством

[
[P ]
' k] =

[P ]
'
+

k �
[P ]
'
�

k, (3)

1Поясним, что контравариантный псевдовектор
[P ]
' k используется как “модель”, т.е. вместо него

можно использовать любое псевдотензорное поле.
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где + и � относятся к соответствующим сторонам
[W ]

⌃
+

и
[W ]

⌃
�

поверхности
[W ]

⌃ . Аналогич-

ным образом определяются разрывы производных @i поля
[P ]
' k по пространственным

координатам xi. Введем следующие обозначения

[
[P ]
' k] =

[P ]

A k, [@i
[P ]
' k] =

[P�W ]

B k [W ]
ni, [@i@j

[P ]
' k] =

[P�2W ]

C k [W ]
ni

[W ]
nj , (4)

где
[W ]
nj � единичный псевдовектор нормали к поверхности

[W ]

⌃ , направленный в сто-

рону от
[W ]

⌃
�

к
[W ]

⌃
+

. Здесь, с особой осторожностью, следует учитывать четность (не

четность) веса W псевдовекторного поля
[P ]
' k, т.к. при преобразованиях инверсии про-

странства и зеркальных отражениях направление псевдовектора нормали
[W ]
nj может

измениться.
Легко заметить, что

@↵
[P ]

A k = [@↵
[P ]
' k] = [@i

[P ]
' k]@↵x

i. (5)

Используя известное тождество

g↵�xi↵x
j
� = gij � e�2W [W ]

ni
[W ]
nj , (6)

после несложных преобразований получим

[@i
[P ]
' k] =

[P�W ]

B k [W ]
ni + g↵�@↵

[P ]

A k@�xi, (7)

где g↵� � коэффициенты первой фундаментальной квадратичной формы поверхности
[W ]

⌃ .

3. Дифференцирование по псевдоскалярному времени и кинематиче-
ские условия совместности первого порядка. Рассмотрим два положения по-

верхности
[W ]

⌃ :
[W ]

⌃ (
[W ]
t ) и

[W ]

⌃ (
[W ]
t + �

[W ]
t ). Построим вектор единичной нормали nk в

некоторой точке P поверхности
[W ]

⌃ , а через P 0 обозначим точку, в которой нормаль

nk пересекает поверхность
[W ]

⌃ (
[W ]
t + �

[W ]
t ). Пусть точка P имеет координаты xk, а P 0

� координаты xk + �xk.

Нормальная скорость распространения поверхности
[W ]

⌃ определяется согласно пра-
вилу

[�W ]

G = lim

�
[W ]
t !0

|
��!
PP 0|

�
[W ]
t

. (8)
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Устремляя к нулю расстояние между поверхностями
[W ]

⌃ (
[W ]
t ) и

[W ]

⌃ (
[W ]
t + �

[W ]
t ), т.е.

устремляя �
[W ]
t к нулю, можно получить следующие выражения для �-производных

�
[P ]
'
+

k

�
[W ]
t

=
[�W ]

�·
[P ]
'
+

k,

�
[P ]
'
�

k

�
[W ]
t

=
[�W ]

�·
[P ]
'
�

k,
�
[P ]

A k

�
[W ]
t

=
[�W ]

�·
[P ]

A k, (9)

откуда не сложно получить кинематические условия совместности первого порядка

[
[�W ]

�·
[P ]
' k] =

[�W ]

�·
[P ]
'
+

k �
[�W ]

�·
[P ]
'
�

k =
[�W ]

�·
[P ]

A k,

[�W ]

�· xi = e�W
[�W ]

G
[W ]
n i,

[
[�W ]

@·
[P ]
' k] = �eW

[P�W ]

B k
[�W ]

G +
[�W ]

�·
[P ]

A k,

(10)

Используя полученные соотношения первого порядка не сложно получить условия
совместности второго и более высоких порядков.

4. Слабые разрывы перемещений и микровращений Исследуем законо-

мерности распространения слабых разрывы перемещений uk и микровращений
[+1]

� k

в микрополярном континууме. Отметим, что система уравнений динамики содержит
частные производные не выше второго порядка. Пусть в трехмерном пространстве с

нормальной скоростью G распространяется фронт (волновая поверхность)
[W ]

⌃ слабых

разрывов перемещений uk и микровращений
[+1]

� k. Тогда геометрические и кинема-
тические условия совместности второго порядка Адамара�Томаса (9) будут иметь
вид

[@i@juk] =
[�2W ]

C k [W ]
ni

[W ]
nj , [@i@j

[+1]

� k] =
[1�2W ]

S k [W ]
ni

[W ]
nj ,

[@i
[�W ]

@· uk] = �eW
[�W ]

G
[�2W ]

C k [W ]
ni, [@i

[�W ]

@·
[+1]

� k] = �eW
[�W ]

G
[1�2W ]

S k [W ]
ni,

[
[�W ]

@·
[�W ]

@· uk] = e2W
[�W ]

G
[�W ]

G
[�2W ]

C k, [
[�W ]

@·
[�W ]

@·
[+1]

� k] = e2W
[�W ]

G
[�W ]

G
[1�2W ]

S k.

(11)

5. Условия совместности сильных разрывов в термоупругих микропо-
лярных средах. Условия совместности для сильных разрывов физических полей
необходимо дополнить геометрическими и кинематическими условиями совместности
Адамара�Томаса [9] второго и первого порядка справедливыми для произвольного
поля 'k.

Плотность действия термоупругого микрополярного континуума зададим в форме

L =
1

2
⇢gis@·u

i@·u
s +

1

2
⇢gis

[�2]

I @·
[+1]

� i@·
[+1]

� s �  (✏is,
[+1]
 is, ✓). (12)

Здесь
[�2]

I � микроинерция, ⇢� плотность, gij � метрический тензор,  � плотность

свободной энергии Гельмгольца, ✏is � асимметричный тензор деформаций,
[+1]
 is �

тензор изгиба кручения.
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Уравнения поля в этом случае для декартовой системы координат принимают вид:

@stis � ⇢@··ui = 0,

@s
[�1]
µ is � 2

[�1]
⌧ i � ⇢

[�2]

I @··
[+1]

� s = 0,
(13)

и дополняются определяющими уравнениями:

s = �@ 
@✓

, tis = ⇢
@ 

@✏is
,

[�1]
µ is = ⇢

@ 

@
[+1]
 is

, J j = J j(rk ln ✓). (14)

Приняв обозначения для 4-псевдотензора Пиола�Кирхгофа и 4-псевдотензора
энергии�импульса поля

S
4

�·
·k = � @L

@(@�'k)
, T �·

·↵ = L��↵ � (@↵'
k)

@L
@(@�'k)

, (15)

условия совместности в трехмерной форме имеют вид

� c
⇥
T 4·
·4
⇤
+ nµ

⇥
Tµ·
·4
⇤
= 0, �c

⇥
T 4·
·�
⇤
+ nµ

⇥
Tµ·
·�
⇤
= 0 (�, µ = 1, 2, 3),

� c[S
4

4·
·k] + nµ[S

4

µ·
·k ] = 0 (µ = 1, 2, 3),

(16)

где c � нормальная скорость распространения поверхности ⌃, nµ � единичный вектор
3-нормали.

Условия совместности на поверхности сильного разрыва поля в микрополярной
упругой среде, согласно (16), иожго представить в виде:

c[ ] + ni[tis@·us +
[�1]
µ is@·

[+1]

� s] = 0,

c[
1

2
⇢@·us@ius +

1

2
⇢
[�2]

I @·
[+1]

� s@i
[+1]

� s + s@i#] + nk[L�ik + tks@ius +
[�1]
µ ks@i

[+1]

� s] = 0,

c⇢[@·ui] = ns[tis], c⇢
[�2]

I [@·
[+1]

� i] = ns[
[�1]
µ is],

c[s] = ni[ji].

(17)

Заключение. В настоящей работе обсуждаются условия совместности на по-
верхностях слабых и сильных разрывов, распространяющихся в сплошных полуи-
зотропных термоупругих средах. Для вывода таких граничных условий примняется
хорошо известная теория Югонио–Адамара, существенно развитая Г.И. Быковцевым,
обобщенная на случай псевдотензорных физических полей. Рассматриваются вопросы
дифференцирования по псевдоскалярному времени и его преобразования при зеркаль-
ных отражениях и инверсиях пространства. Получены геометрические и кинемати-
ческие условия совместности первого порядка в терминах псевдотензоров. Выведены
условия совместности для слабых разрывов перемещений и микровращений в полуи-
зотропном микрополярном континууме. Получены условия совместности на сильных
разрывах в полуизотропном термоупругом континууме.
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COMPATIBILITY CONDITIONS IN MODELS OF SEMI-ISOTROPIC
THERMOELASTIC SOLIDS

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. In this paper, we discuss the compatibility conditions on the surfaces of weak and

strong discontinuities propagating in continuous semi-isotropic thermoelastic media. To derive

such boundary conditions, the well-known Yugonio–Hadamar theory, substantially developed by

G. I. Bykovtsev, and generalized to the case of pseudotensor physical fields, is used. The questions of

differentiation with respect to pseudoscalar time and its transformation under mirror reflections and

space inversions are considered. First-order geometric and kinematic compatibility conditions are

obtained in terms of pseudotensors. Compatibility conditions are derived for weak discontinuities of

displacements and microrotations in a hemitropic micropolar continuum. Compatibility conditions

are obtained for strong discontinuities in a semi-isotropic thermoelastic continuum.

Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, constitutive pseudoscalars,

micropolar hemitropic continuum, elastic potential, primary wave mode, mirror mode
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