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Аннотация. Исследуется упруго - пластическое кручение многослойного стержня. Стержень
состоит из нескольких слоев. Упругие свойства слоев различны, но коэффициент пластично-
сти у всех слоев одинаков. Для простоты в статье рассмотрен стержень, состоящий из трех
слоев. Границы контакта слоев параллельны. Боковая граница стержня свободна от напряже-
ний, на границах раздела слоев непрерывны напряжения и перемещения. В статье построены
законы сохранения, которые позволили вычислить компоненты тензора напряжений с по-
мощью контурных интегралов по границе слоев. Во всех точках второй инвариант тензора
напряжений сравнивается с пределом текучести. В тех точках, где достигается предел те-
кучести при чистом сдвиге, реализуется пластическое состояние, в остальных – упругое. В
результате решения задачи можно построить границу между пластической и упругой областя-
ми. Этот метод позволяет построить упруго-пластические границы для стержней различных
профилей. Авторы сделают это в последующих публикациях.
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Введение. В статье показано использование законов сохранения для решения гра-
ничных задач уравнений механики деформируемого твердого тела. В работах [2-11]
законы сохранения применялись для решения краевых задач для двумерных уравне-
ний идеальной пластичности . Из этих работ следует, что законы сохранения могут
быть более успешно применены для решения краевых задач, чем инфинитезимальные
симметрии, которым посвящено достаточное количество работ [1]. Авторы объясняют
это тем, что точечные симметрии по своей природе являются локальными, в отличие
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от глобальных по своей сути законов сохранения. Авторы использовали законы со-
хранения для решения упругопластических задач о кручении однородных стержней
и изгибе однородных консолей, а также решению упругопластических задач для пла-
стин ограниченных размеров с отверстиями [12-17]. В настоящей работе показано, что
законы сохранения можно успешно применять и для решения краевых задач для кон-
струкций, изготовленных из слоистых материалов.
Постановка задачи. Дан прямолинейный стержень, поперечное сечение которо-
го изображено на рисунке 1. Пусть S1, S2, ...Sn - области, состоящие из упру-
го–пластического изотропного материала, у которых предел пластичности при чистом
сдвиге одинаковый и равен k, а упругие постоянные Ламе различны и равны �1, µ1,
�2, µ2, ....,�n, µn соответственно. Пусть линия раздела материалов прямолинейна. Вы-
берем ось координат ОХ вдоль линии раздела. Далее, для простоты вычислений, не
теряя общности, будем считать n = 3. Предполагается, как обычно, что боковая по-
верхность стержня свободна от напряжений, а стержень скручивается парой сил с
моментом

M =

ZZ
(y�13 � x�23)dxdy.

Рис. 1. Скручивание многослойного стрежня

В этом случае уравнения, описывающие напряженное состояние в области Si i =
1, 2, 3 имеют вид

F1 = @x�13 + @y�23 = 0, F2 = @y�13 � @x�23 + µi! = 0, µi! = Ki, (1)
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где �13,�23 - компоненты тензора напряжений, ! - угол закручивания, он предпола-
гается постоянным.
На боковой поверхности стержня граничные условия следующие

�13n1 + �23n2 = 0,�2
13 + �

2
23 = k

2
, (2)

они означают, что боковая поверхность находится в пластическом состоянии и сво-
бодна от напряжений. Из (2) следует

�13 = kn1,�23 = �kn2. (3)

Также предполагаем, что на линиях раздела MN и CD компоненты тензора напряже-
ний непрерывны, это означает отсутствие разрыва напряжений для данного стержня
вдоль линий контакта.
Законы сохранения. Законом сохранения назовем выражение вида

Ax +By = ⇢1F1 + ⇢2F2, (4)

где ⇢1, ⇢2 - некоторые функции, одновременно тождественно не равные нулю, буквен-
ные индексы внизу означают производные по соответствующим переменным.
Замечание. Более подробно о законах сохранения, их вычислении для разных урав-
нений и систем и применении для решения краевых задач можно найти в [2-11]. Пред-
положим, что

A = ↵
1
u+ ↵

2
v + ↵

3
, B = �

1
u+ �

2
v + �

3
, (5)

где для удобства обозначим �13 = u,�23 = v, ↵1
,↵

2
,↵

3, �1
,�

2
,�

3 - являются функци-
ями только x, y.
Подставляя формулы (5) в выражение (4) получаем

↵
1 = �

2
,↵

2 = ��
1
,↵

1
x � ↵

2
y = 0,↵1

y + ↵
2
x = 0,↵3

x + �
3
y = �↵

2
Ki, (6)

Пусть

↵
1(i)
x � ↵

2(i)
y = 0,↵1(i)

y + ↵
2(i)
x = 0,↵3(i)

x + �
3(i)
y = �↵

2
Ki, i = 1, 2, 3 (7)

Здесь индекс i в скобках соответствует области Si.
Если в точке x0, y0 подынтегральные функции имеют особенность и эта точка нахо-
дится в круге радиуса " : (x� x0)2 + (y � y0)2 = "

2, то из (4) получаем
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Рис. 2. Вычисление �13,�23 в точке x0, y0

Имеем вдоль MN (рис. 2)

Z
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Так как вдоль MN dy = 0, то для удобства полагаем �
3(i) = 0, ↵

3(i)
x = ↵

2(i)
Ki,

поэтому ↵
1(1) = ↵

1(2),↵2(1) = ↵
2(2).

Аналогичные выражения можно получить и вдоль отрезка CD. В результате имеем

Z
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Используем формулу (8) для нахождения функций u, v в точке.
Для этого рассмотрим решение уравнений (7) в виде
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Подставляя (9) в (8) получаем
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Пусть x� x0 = " cos�, y � y0 = " sin�, тогда получаем
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В последнем равенстве использован предельный переход " ! 0 и теорема о среднем.
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Пусть решение уравнений (7) имеет вид
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Подставим (11) в (8) и получим
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(12)
Формулы, аналогичные (10) и (12), без труда получаем и для точек x0, y0, принадле-
жащих областям S2, S3.

Заключение. Формулы (10), (12) позволяют вычислить значения компонент тен-
зора напряжений во всех точках исследуемого сечения. Далее в каждой точке x0, y0

проверяется условие пластичности �
2
13 + �

2
23 = k

2. В тех точках, где �
2
13 + �

2
23 < k

2

имеется упругая зона, а где условие не выполняется - имеется пластическая область.
Тем самым описанная методика позволяет выделить упругие и пластические зоны и
построить упругопластическую границу, которая подлежала определению и заранее
была неизвестна.
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S. I. Senashov, I. L. Savostyanova

ELASTIC-PLASTIC TORSION OF A MULTILAYER ROD

Reshetnev Siberian State University of Science and Technology, Krasnoyarsk, Russia

Abstract. The authors investigate the elastic-plastic torsion of a multilayer rod in this article.
According to the condition of the problem, the rod consists of several layers. The elastic properties
of the layers are different, but the plasticity coefficient of all layers is the same. For simplicity, the
article considers a rod consisting of three layers. The contact boundaries of the layers are parallel
. The lateral boundary of the rod is stress-free, stresses and displacements are continuous at the
interface of the layers. The authors constructed conservation laws that made it possible to calculate
the components of the stress tensor using contour integrals along the boundary of the layers. At
all points, the second invariant of the stress tensor is compared with the yield strength. At those
points where the yield strength is reached with a pure shear, a plastic state is realized, in the rest
– elastic. As a result of solving the problem, it is possible to construct a boundary between the
plastic and elastic regions. This method makes it possible to construct elastic-plastic boundaries
for rods of various profiles. The authors will do this in subsequent publications.

Keywords: elastic-plastic torsion, multilayer rod, conservation laws
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