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Аннотация. Данная работа посвящена исследованию напряженного и деформированного
состояний сектора толстостенной трубы из идеального жесткопластического изотропного ма-
териала, в предположении, что он закручивается вокруг оси параллельной оси z. Кручение
идеально пластических стержней из изотропного, а также анизотропного материалов рас-
смотрено в работах [1–6]. В [3] рассмотрено также кручение сектора кругового кольца из
изотропного материала. В работах [8], [9] исследовано кручение сектора кругового кольца,
находящегося под действием линейного давления.
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Пусть изотропный идеально пластический сектор толстостенной трубы с внутрен-
ним радиусом равным r и внешним радиусом R, ориентированный в цилиндрической
системе координат ⇢✓z причем боковая поверхность сектора параллельна оси z. Сек-
тор трубы закручивается вокруг оси, параллельной оси z и проходящей через точку
пересечения средних линий сечения сектора плоскостью z = 0, противоположными
и равными парами сил. Боковая поверхность сектора трубы свободна от нагрузок.
Предполагается, что сектор трубы полностью находится в пластическом состоянии.

Пусть напряженное состояние, возникающее в секторе, характеризуется условием
пластичности Мизеса
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При условии, что
�⇢ = �✓ = �z = ⌧⇢✓ = 0,

из (1) и (2) следует
⌧⇢z = ⌧⇢z (⇢, ✓) , ⌧✓z = ⌧✓z (⇢, ✓) , (3)
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Продифференцируем соотношение (4) по переменной ✓ и получим следующее урав-
нение
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Умножим соотношение (5) на ⇢⌧✓z. Тогда
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А из (6) и (7) имеем
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Соотношения вдоль характеристик и сами характеристики уравнения (8) опреде-
ляются из следующей системы
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Согласно (9) получим уравнение для компоненты напряжения ⌧⇢z
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Из (11) определяем компоненту напряжения ⌧⇢z
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где вдоль характеристики c1 = const.
Согласно (4), из (11) получим

⌧✓z =

s

k2 � c
2
1

4⇢2
. (12)

Пусть поперечное сечение сектора трубы определяется следующими условиями r 
⇢  R, ↵  ✓  �.

На контуре поперечного сечения сектора трубы вектор касательного напряжения
⌧ = (⌧⇢z, ⌧✓z) направлен по касательной к нему. Следовательно при ⇢ = R и в области,
примыкающей к ней, имеем

⌧⇢z = 0 и ⌧✓z = k (13)
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При ✓ = � и в области, примыкающей к ней, имеем
⌧⇢z = �k и ⌧✓z = 0. (14)

Из (13) и (14) получим следующее уравнение линии разрыва напряжений, выходя-
щей из вершины с координатами ⇢ = R, ✓ = � контура поперечного сечения сектора
трубы

⇢ = R+ ✓ � � (15)
Линии разрыва напряжений, выходящие из других вершин контура поперечного

сечения сектора трубы определяются аналогично. Компоненты скоростей деформа-
ции сектора трубы находятся из соотношений ассоциированного закона пластического
течения. В соответствии с уравнением (4) они имеют вид

"⇢ = "✓ = "z = "⇢✓ = 0, ⌧⇢z"✓z = ⌧✓z"⇢z (16)
где "⇢, "✓, "z, "⇢✓, "✓z, "⇢z – компоненты тензора скоростей деформации.

Положим, что в начальный момент деформирования все компоненты деформации
равны нулю, Тогда из соотношений (16) имеем

e⇢ = e✓ = ez = e⇢✓ = 0, ⌧⇢ze✓z = ⌧✓ze⇢z (17)
где e⇢, e✓, ez, e⇢✓, e✓z, e⇢z – компоненты тензора деформации.

Связь между компонентами перемещений u, v, w и компонентами тензора деформа-
ции e⇢, e✓, ez, e⇢✓e✓z , e⇢z имеют вид

e⇢ =
@u

@⇢
, e✓ =

u

⇢
+

1

⇢

@v

@✓
, ez =

@w

@z
, e⇢✓ =

1

2

✓
@v

@⇢
� v

⇢
+

1

⇢

@u

@✓

◆
(18)

e✓z =
1

2

✓
@v

@z
+

1

⇢

@w

@✓

◆
, e⇢z =

1

2

✓
@u

@z
+

@w

@⇢

◆
(19)

С учетом (18) из соотношений (17) имеем
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Удовлетворим соотношениям (20), положив
u = 0, v = ⇠⇢z (21)

где ⇠ = const.
Из (19) и (21) следует, что
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Продифференцируем по переменной ✓ последнее соотношение из (17). Получим
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Умножая (22) на ⇢⌧✓z, и, вычитая из полученного соотношения уравнение (23),
имеем
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Характеристики уравнения (24)определяются из соотношений
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Как видно из соотношений (10), (25), характеристики соотношений (9) и (24) сов-
падают. В соответствии с (11) и (12) из системы (25) имеем
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Следовательно, компонента тензора деформации e✓z определяется из уравнения
de✓z
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Компоненту тензора деформации e✓z находим из уравнения (27)

e✓z =
⇠⇢

2 + c2

2⇢
(28)

где вдоль характеристики c2 = const.
В соответствии с (11), (12) и (28) из уравнения (17) определяем компоненту тензора

деформации e⇢z вдоль характеристик соотношения (24)
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На линии разрыва напряжений компоненты тензора деформации e⌧z, e⇢z можно
принять равными нулю. Тогда в области, примыкающей к части контура ⇢ = R,
получим

e✓z =
⇠(⇢2 � (R+ ✓ � �)2)

2⇢
, e⇢z = 0, (30)

а в области, примыкающей к части контура ✓ = �, имеем
e✓z = 0, e⇢z = 0. (31)

Аналогично можно определить компоненты деформации и в других областях по-
перечного сечения сектора.
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Abstract. In this work, we study the stress-strain and state of the isotropic sector of a thick-
walled pipe made of an ideal rigid-plastic material, under the assumption that it twists around an
axis parallel to the z-axis. Torsion of ideally plastic rods made of isotropic and anisotropic material
is considered in [1–7]. In [3], the torsion of a sector of a circular ring made of an isotropic material
was also considered. In [8], [9], the torsion of a sector of a circular ring under the influence of linear
pressure was studied.

Keywords: plasticity, rod, torsion, anisotropy, deformation, stress, associated flow law, isotropy.
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