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Аннотация. В данной работе рассматривается задача изгиба многослойного стержня попе-
речными нагрузками при наличии зон упругого и нелинейно-неупругого деформирования,
получены соотношения для определения границы раздела упругой и нелинейно-неупругой
областей деформирования стержня, а также получены численные расчеты для случаев сов-
падения и не совпадения нейтральной линии с осью стержня. Приведены численные расчеты
предельных нагрузок: первой (деформация достигает значения предельной неупругой) и вто-
рой (деформация достигает значения деформации предразрушения).
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В задачах изгиба стержней поперечными нагрузками возникают области сжатия и
растяжения. Если эти стержни состоят из упругих материалов с симметричным отно-
сительно оси координат поперечным сечением, распределение деформаций и напря-
жений будет также симметрично относительно оси координат. В таком случае, ввиду
симметрии, нейтральная линия будет совпадать с осью координат. Если же материал
является разномодульным при растяжении и сжатии, то предположение совпадения
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нейтральной линии с осью координат приводит к определенной погрешности расчетов.
В данной работе будем рассматривать бетонные стержни, которые имеют существен-
ное различие диаграмм при растяжении и сжатии [1–4]. Задача расчета бетонного
стержня в предположении, что нейтральная линия располагается вдоль оси, была
рассмотрена в работе [5], где были получены аналитические решения, описывающие
положения границ раздела областей упругого и нелинейного деформирования. Далее
будем следовать обозначениям и перейдем к безразмерным величинам, аналогично
работе [5].

Рассмотрим случай, когда стержень шарнирно оперт и деформируется под действи-
ем равномерно-распределенной нагрузки q, направленной вертикально вниз. Тогда в
стержне будут возникать области упругого деформирования и нелинейного-упругого.
Все случаи взаимного расположения границ приведены в работе [5], в данной работе
ограничимся случаем, когда указанная граница располагается во втором слое (рис.
1), остальные случаи рассматриваются аналогично.
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Рис. 1. Расположение зон упругого и нелинейно-упругого деформирования

В таком случае соотношения для изгибающего момента будут иметь вид
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В случае, когда положение нейтральной линии не совпадает с центром симметрии
стержня, имеем

"(x, z) = e0(x)� z{z(x), {z(x) =
d
2
w0(x)

dx2
, (2)

где e0(x) – деформация осевой линии стержня.
С учетом того, что z0(x) разделяет область сжатия и растяжения, имеем

e0(x) = z0(x)
d
2
w0(x)

dx2
, (3)
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тогда соотношения для деформации (2) примут вид
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. (4)

При данных условиях закрепления и нагрузках продольное усилие должно рав-
няться 0. В работе [5] значение продольного усилия в стержне, определяемое соотно-
шениями
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будет равно 0 только при упругом деформировании стержня. В остальных случаях,
ввиду наличия нелинейности в области растяжения, данное продольное усилие бу-
дет отлично от нуля. Данная разница в работе [5] обусловлена предположением, что
нейтральная линия совпадает с осью стержня, что приводит к погрешности в приве-
денных расчетах.

Примем, что связь между напряжениями и деформациями в стержне в i-ом слое
определяется зависимостями при 0  " < "
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Из условия равенства изгибающего момента (1) значению, полученному из решения
статически определимой задачи об изгибе шарнирно-закрепленного стержня [5], и
равенства 0 продольного усилия (5) можно получить систему уравнений для решения
данной задачи.

Из соотношений (2), (6), (7) получим
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Тогда соотношения для продольного усилия и изгибающего момента примут вид
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которые можем переписать в виде
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где постоянные определяются равенствами
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Из соотношений для изгибающего момента
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Вторую производную прогиба можно получить из условия равенства деформации
предельной упругой, тогда из (4) получим
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Из соотношений (12)-(15) получим
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причем решения должны удовлетворять условию

��1  z2(x)  ��1 ��2. (18)

Для случая наличия в первом и втором слое неизвестных границ z1(x) и z2(x),
соответствующих случаю, рассмотренному в [5], соотношения между ними можно по-
лучить из равенств
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Далее, для данного случая решение идентично [5].
Для численного расчета данной задачи рассмотрим случай сечения №1 с парамет-

рами

b1 = 0, 03, b2 = 0, 04, �1 = 0, 06, �2 = 0, 04. (20)

В качестве материалов стержня будем рассматривать наиболее распространенные
в строительстве бетоны марок B10, B30, B50 с параметрами, приведенными в таблице
1.

№ Марка бетона E
+

"
+
0 , 10

�2
"
+
⇤ , 10

�2
A1i A2i, 106

1 B10 1232,92 0,005 0,015 1479,50 -4,93167
2 B30 2629,23 0,005 0,015 3155,08 -10,517
3 B50 3312,54 0,00375 0,015 3975,04 -13,250

Таблица 1. Физические параметры бетонов

Определим предельные нагрузки [5,6] с учетом и без учета совпадения нейтральной
линии с осью стержня. В дальнейшем, для краткости, численные решения уравнений
без учета совпадения нейтральной линии с осью стержня будем называть численными
решениями, а решения, полученные с учетом совпадения нейтральной линии с осью
стержня по аналитическим зависимостям, полученным в [5], будем называть анали-
тическими решениями.
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Численно полученную нагрузку q = q1,2 соответствующую появлению нелинейной
области во втором слое стержня в середине пролета, определим из уравнений (16)-(17)
при x = 1/2 и равенства

z2 = ��1 ��2, (21)
тогда получим

z0 = 0, q1,2 = �0, 000482. (22)
Полученное решение полностью соответствует аналитическому решению, так как

фактически весь стержень деформируется упруго и все еще обладает физической
симметрией и все слои стержня деформируются упруго.

Нагрузка, соответствующая появлению нелинейной области в первом слое стержня,
при отсутствии указанной области во втором слое будет равна, при условии числен-
ного решения,

z0 = 0, q1,1 = �0, 0008039, (23)
а также совпадать с аналогичной нагрузкой, полученной аналитически. Соответствен-
но, в данном случае будут также справедливы соотношения [5] для определения слоя,
в котором начнется нелинейное деформирование стержня. Предельная упругая де-
формация с повышением нагрузки впервые будет возникать в первом слое стержня
при параметрах, удовлетворяющих соотношению

"
+
01

�1
<

"
+
02

�1 +�2
.

Так как в данном примере используются бетоны марок B10 и B30, имеющие оди-
наковые предельные упругие деформации, то при достижении в середине пролета
границы z2 = ��1 при той же самой нагрузке q = q1,3 в середине пролета в первом
слое возникает область нелинейного деформирования, т.е. z1 = ��1.

Указанная предельная нагрузка в случае численного решения будет равна
z0 = 0, 00187, q1,3 = �0, 0007523. (24)

В случае аналитического решения указанная нагрузка q1,3 = �0, 0007755, что от-
личается от численного решения (24) на 3%.

Таким образом, при |q1,2| < |q| < |q1,3| имеем деформирование, соответствующее
рисунку 4б в работе [5].

Для примера возьмем нагрузку q = �0, 0006. Значение границы области нелиней-
ного деформирования для численного и аналитического решений одинаково и равно
x2 = 0, 2786. График указанных границ изображен на рис. 2, соответствующее поло-
жение нейтральной линии изображено на рис. 3.

При q > q1,3 будут в середине пролета стержня сразу две области нелинейного
деформирования, и при этом нагрузка не может быть больше нагрузки, соответству-
ющей достижению деформацией значения предельной предразрушения для соответ-
ствующих слоев.

Нагрузка, при которой в середине пролета стержня весь второй слой будет в об-
ласти нелинейного деформирования, а деформация достигает значения предельной
предразрушения на верхней границе первого слоя, будет равна для численного реше-
ния

z0 = 0, 01811, q2,1 = �0, 0012577. (25)
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Рис. 2. Расположение границы z2(x) на участке [x2...0, 5] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0006

Рис. 3. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x2...0, 5] при нагрузке q = �0, 0006

Как видно из соотношений (25), нейтральная линия достигает почти трети первого
слоя и, по сравнению с аналитическим решением, где при аналогичных параметрах
поперечного сечения было получено q2,1 = �0, 001689, меньше на 25%.

Нагрузка, при которой деформация достигнет предельного значения предразруше-
ния во втором слое, в случае численного решения будет равна

z0 = �0, 002562, q2,2 = �0, 001554. (26)

Соответственно, максимальная нагрузка, которую способен выдержать стержень,
будет равна в случае численного решения q2,1 = �0, 0012577.
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В качестве примера рассмотрим нагрузку q = �0, 0009. Тогда для данной нагрузки
имеем случай, изображенный на рис. 4а и указанный в работе [5]. Значение границ
областей зон деформирования для данной нагрузки имеет вид в случае численного
решения

x2 = �0, 1594, x22 = 0, 2974. (27)

В случае аналитического решения значения x2 = 0, 1594 и x22 = 0, 314, соответ-
ственно, первая полностью совпадает, а вторая оказалась меньше на 5%.

График границы z2(x) на отрезке [x2, x22], полученном численным и аналитиче-
ским методами, приведен на рис. 4, положение нейтральной линии на данном отрезке
изображено на рис. 5.

Рис. 4. Расположение границы z2(x) на участке [x2...x22] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0009

График границы z1(x) на отрезке [x2, 1/2], полученном численным и аналитиче-
ским методами, приведен на рис. 6, положение нейтральной линии на данном отрезке
изображено на рис. 7.

Как можно видеть из полученных решений, при нагрузках, существенно меньших
нагрузок предразрушения, учет реального положения нейтральной линии не сильно
влияет на точность расчетов. Погрешность будет расти при нагрузках, близких к
предельным предразрушения, так как существенная часть стержня будет находиться
в области нелинейного-упругого деформирования.
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Рис. 5. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x2...x22] при нагрузке q = �0, 0009

Рис. 6. Расположение границы z1(x) на участке [x22...0.5] для стержня с сечением № 1 при
нагрузке q = �0, 0009
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Рис. 7. Расположение нейтральной линии z0(x) на участке [x22...0.5] при нагрузке q = �0, 0009
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