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1. Введение Неоднородным задачам теории упругости (уравнения равновесия
с правой частью) посвящено значительно меньше публикаций, чем однородным. Как
правило, эти задачи сложнее однородных и более трудоемки. В учебниках по теории
упругости обычно можно найти только решение неоднородной задачи для бесконечной
плоскости, внутри которой действует сосредоточенная сила. Решений для областей с
разными граничными условиями на их сторонах, полученных на основе приближенно-
аналитических и численных методов, тоже крайне мало. В то же время эти задачи
очень важны в инженерном деле.

В предлагаемой статье получено точное решение неоднородной задачи для бес-
конечной полосы, нижняя сторона которой жестко защемлена, а верхняя свободна.
Внутри полосы приложена внешняя нагрузка, действующая вдоль ее вертикальной
оси.

Решение задачи строится с использованием соотношения ортогональности Папко-
вича. Это позволяет существенно упростить процесс решения, а окончательные фор-
мулы представить в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля, коэф-
фициенты которых записываются в простом явном виде.

В 1940 году П. Ф. Папковичем в статье [1] было получено соотношение ортогональ-
ности для собственных функций, возникающих при решении краевой задачи в упру-
гой полуполосе со свободными длинными сторонами. Эта статья послужила толчком
к изучению различных краевых задач теории упругости [2–6] с использованием соот-
ношения ортогональности Папковича в надежде построить, наконец, точное решение
краевой задачи в полуполосе. В работе [7] было показано, что это невозможно, а соот-
ношение ортогональности Папковича решает совсем другие задачи, а именно задачи
для бесконечной полосы с разрывами перемещений или скачками напряжений. Из-
вестно [8–11], что задачи с разрывами эквивалентны неоднородным задачам теории
упругости. Основываясь на этом, с помощью соотношения ортогональности Папкови-
ча можно легко строить решения неоднородных задач в бесконечной полосе.

2. Постановка задачи и ее решение Рассмотрим неоднородную задачу тео-
рии упругости для бесконечной полосы {⇧ : |x| < 1, 0  y  h} , в которой нижняя
сторона жестко защемлена, а верхняя свободна, т.е.

u(x, 0) = v(x, 0) = 0, �y(x, h) = ⌧xy(x, h) = 0. (1)

Предположим, что внутри полосы приложена внешняя нагрузка Y (y), действующая
вдоль вертикальной оси y на отрезке [↵1,↵2] (рис. 1).

Рис. 1. Схема неоднородной задачи для бесконечной полосы
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Будем рассматривать полосу ⇧ как стык двух полуполос {⇧+ : x � 0, 0  y  h}
и {⇧� : x  0, 0  y  h}.

Пусть на торце правой полуполосы ⇧+ известны касательные напряжения, равные
⌧(y), и продольные перемещения, равные U(y). Решение будем искать в виде рядов
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1X
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2Re
h
Aksx(�k, y)e
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i
, �y(x, y) =

1X

k=1

2Re
h
Aksy(�k, y)e

�kx
i
,

⌧xy(x, y) =
1X

k=1

2Re
h
Aktxy(�k, y)e

�kx
i
, (2)
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по собственным функциям Папковича–Фадля, удовлетворяющим граничным услови-
ям (1):
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В формулах (1)–(3) введены следующие обозначения: U(x, y) = Gu(x, y), V (x, y) =
Gv(x, y), где G – модуль сдвига, а u(x, y) и v(x, y) – продольное и поперечное переме-
щения соответственно; ⌫ – коэффициент Пуассона; Ak – неизвестные коэффициенты
разложений; �k – бесконечный набор комплексных корней характеристического урав-
нения

L(�) =
1

4
(⌫ + 1)(⌫ � 3) sin2 �h� 1

4
(⌫ + 1)2(�h)2 + 1 = 0, (4)

соответствующего краевой задаче для полосы ⇧ с граничными условиями (1). Числа
�k расположены попарно-симметрично относительно начала координат комплексной
плоскости. Через 2Re для краткости обозначены суммы соответствующих выраже-
ний при �k и при �̄k, им сопряженных. Для затухающего на бесконечности решения
считаем, что Re�k < 0, когда x � 0, и Re�k > 0, когда x  0.

Помимо комплексных корней, уравнение (4) имеет также два вещественных кор-
ня ±�1. В дальнейшем в окончательных формулах вынесем выражения, отвечающие
вещественным корням, за знаки суммирования.
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Следуя [7, 12], определим коэффициенты Ak с помощью соотношения ортогональ-
ности Папковича

hZ
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[sx(�k, y)⇠(�m, y)� �(�k, y)txy(�m, y)] dy =

⇢
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.

В этой формуле числа �k и сопряженные с ними �̄k считаются различными. По-
этому при �m = �̄k интегралы в (5) будут равны нулю. Умножим левую и правую
части (5) последовательно на Am и Ām, затем сложим получившиеся выражения и
просуммируем их по индексу m = 1, 2, ... Обозначив через
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⇤
, ⌧(y) =

1X

m=1

⇥
Amtxy(�m, y) + Āmtxy(�̄m, y)
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(6)
на основании соотношения ортогональности (5) найдем
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Формулы для комплексно сопряженных чисел Āk получаются из (7) при замене �k

на �̄k. Полагая теперь в (7) U(y) = 0, получим
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Подставим коэффициенты (8) в формулы (2) и аналитически продолжим решение
(2) из правой полуполосы в левую как четно-симметричное. В результате, учитывая
вещественность первого корня, вместо (2) получим (Re�k < 0)

�x(x, y) = A1sx(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Aksx(�k, y)e

�k|x|
i
,

�y(x, y) = A1sy(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Aksy(�k, y)e

�k|x|
i
,

⌧xy(x, y) = signxA1txy(�1, y)e
�1|x| + signx

1X

k=2

2Re
h
Aktxy(�k, y)e

�k|x|
i
, (9)

U(x, y) = signxA1⇠(�1, y)e
�1|x| + signx

1X

k=2

2Re
h
Ak⇠(�k, y)e

�k|x|
i
,

V (x, y) = A1�(�1, y)e
�1|x| +

1X

k=2

2Re
h
Ak�(�k, y)e

�k|x|
i
.



НЕОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛОСЫ ... 69

Покажем, что формулами (9) описывается решение неоднородной задачи, схема
которой показана на рис. 1. Для этого подставим их в основные уравнения теории
упругости.

Здесь понадобятся следующие формулы для обобщенных функций, в которых �(x)
– дельта функция Дирака, а �

0(x) – ее производная (� – параметр, принимающий
значения �k или �̄k):

sign2
x = 1, xsignx = |x|, |x|signx = x, �(x)signx = 0,

d

dx
signx = 2�(x),

d

dx
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d

dx
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⌘
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2signx+ 6��(x)signx
⇤
e
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.

Проверим выполнение уравнений равновесия в напряжениях [13]:
@

@x
�x(x, y) +

@

@y
⌧xy(x, y) = 0,

@

@y
�y(x, y) +

@

@x
⌧xy(x, y) = ��(x)Y (y).

(11)

Следующие равенства являются следствиями однородных уравнений (11):

sx(�k, y)�k +
d

dy
txy(�k, y) = 0,

d

dy
sy(�k, y) + �ktxy(�k, y) = 0. (12)

Далее для краткости в формулах (9), (11) и (12) отбросим знаки суммирования,
коэффициенты Ak, индексы суммирования при �k и символ 2Re. Тогда учитывая
первое равенство (12), из первого уравнения (11) получим

@

@x
�x(x, y) +

@

@y
⌧xy(x, y) = signx�sx(�, y)e�|x| + signxdtxy(�,y)

dy
e
�|x| =

= signx
h
�sx(�, y) +

dtxy(�,y)
dy

i
e
�|x| = 0.

(13)

Подставим формулы (9) в левую часть второго уравнения (11). Тогда получим

@

@y
�y(x, y) +

@

@x
⌧xy(x, y) =

dsy(�,y)
dy

e
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=
h
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i
e
�|x| + 2�(x)txy(�, y)e�|x|.

(14)

Выражение, стоящее в квадратных скобках в предпоследней сумме в (14), согласно
второму равенству (12), равно нулю. Поэтому, в соответствии со вторым уравнением
(11), возвращая суммирование, получим

Y (y) = �2

(
A1txy(�1, y) +

1X

k=2

2Re [Aktxy(�k, y)]

)
= �2⌧(y). (15)

Проверим выполнение уравнений равновесия в перемещениях [14]:
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@
2
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@
2
V (x,y)
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+ @
2
V (x,y)
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1�⌫

@
2
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@x@y

= ��(x)Y (y).
(16)
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Воспользуемся следующими равенствами для собственных функций, вытекающими
из однородных уравнений (16):

2
1�⌫

�
2
k
⇠(�k, y) +

@
2
⇠(�k,y)
@y2

+ 1+⌫

1�⌫
�k

@�(�k,y)
@y

= 0,
2

1�⌫

@
2
�(�k,y)
@y2

+ �
2
k
�(�k, y) +

1+⌫

1�⌫
�k

@⇠(�k,y)
@y

= 0.
(17)

Подставим (9) в формулы (16) и выполним дифференцирование, учитывая (10).
Как и в случае с уравнениями равновесия в напряжениях, используя на этот раз (17)
вместо (12), получим ноль в первом уравнении, а во втором –

�(x)Y (y) = �2�(x)

(
A1�1�(�1, y)e

�1|x| +
1X

k=2

2Re
h
Ak�k�(�k, y)e

�k|x|
i)

. (18)

Выражение для Y (y), вытекающее из (18), фактически совпадает с (15), если
учесть, что

⌧xy(0, y) =
@

@x
V (x, y)

����
x=0

, (19)

т.к. U(0, y) = 0.
Таким образом, формулы (9) действительно дают решение неоднородной задачи,

показанной на рис. 1. Причем функция Y (y), согласно (15), равна взятому с обратным
знаком скачку касательных напряжений на стыке x = 0 правой и левой полуполос.

3. Примеры решения задачи Проиллюстрируем полученное решение, рас-
смотрев два примера для внешней нагрузки Y (y).

Пример 1. Пусть

Y (y) =

⇢
�2y, ↵1  y  ↵2;
0, 0  y < ↵1 и ↵2 < y  h.

(20)

По формулам (20), (15), (9) и (8) найдем решение задачи. Ниже приведены гра-
фики, иллюстрирующие решение. На рис. 2 показан график сходимости касательных
напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой функции. Как видно из рисун-
ка, при y = 2 имеется скачок касательных напряжений в полученном решении. Это
связано с тем, что касательные напряжения на верхней стороне полосы равны нулю
согласно граничным условиям (1). На рис. 3 показано распределение нормальных на-
пряжений при x = 0. Здесь нормальные напряжения �x(0, y) имеют логарифмическую
особенность при y = 2. На рис. 4 приведены графики напряжений в заделке. На рис.
5 показано распределение перемещений на верхней стороне полосы. При вычислениях
считалось, что ⌫ = 1/3, h = 2, ↵1 = 0, ↵2 = h.

Пример 2. Пусть

Y (y) =

⇢
�2

⇥
y
2 � (↵1 + ↵2)y + ↵1↵2

⇤
, ↵1  y  ↵2;

0, 0  y < ↵1 и ↵2 < y  h.
(21)

Аналогично найдем решение задачи по формулам (20), (15), (9) и (8). На рис. 6–9
приведены аналогичные графики, иллюстрирующие решение. Как и в предыдущем
примере, считалось, что ⌫ = 1/3, h = 2, ↵1 = 0, ↵2 = h.
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Рис. 2. График сходимости касательных напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой
функции

Рис. 3. Распределение нормальных напряжений при x = 0

Рис. 4. Распределение напряжений при y = 0

4. Выводы
• В тех точках, где внешняя нагрузка Y (y) имеет конечные разрывы, напря-

жения �x(0, y) и �y(0, y) имеют логарифмическую особенность (рис. 3). Она
исчезает для напряжений �y(0, y) при ↵2 = h из-за того, что �y(0, h) = 0.
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Рис. 5. Распределение перемещений при y = h

Рис. 6. График сходимости касательных напряжений в сечении x = 0.001 к раскладываемой
функции

Рис. 7. Распределение нормальных напряжений при x = 0

• Напряжения и перемещения быстро затухают вдоль полосы так, что на рас-
стоянии, приблизительно равном ширине пластины, ими практически можно
пренебречь.
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Рис. 8. Распределение напряжений при y = 0

Рис. 9. Распределение перемещений при y = h

• Нагрузку, действующую вдоль оси y, можно сместить вправо или влево на
некоторую величину a. В этом случае в формулах (9) надо заменить x на
x� a, если смещение выполнено вправо, и на x+ a, если � влево. Так можно
построить, например, решение с периодической нагрузкой Y (y).

• Функцию Y (y) можно рассматривать как контактные напряжения между реб-
ром жесткости и пластиной. Тогда Y (y) может быть определена из условия
равновесия элементарного участка ребра. Так можно получить решения раз-
личных задач о передаче нагрузки от ребра (ребер) жесткости к упругой по-
лосе.

• Накладывая на решение для бесконечной полосы решение для прямоугольни-
ка [15], можно получить решение неоднородной задачи для прямоугольника со
свободными (или какими-либо другими) торцами, в том числе для прямоуголь-
ника с ребром (ребрами) жесткости, расположенным внутри прямоугольника.

• В том случае, когда одна из сторон полосы подкреплена ребром жесткости,
нужно использовать соотношение ортогональности Папковича, записанное в
другом виде.
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Abstract. In this paper, an exact solution to an inhomogeneous problem of elasticity theory is
constructed for an infinite strip, the lower side of which is rigidly clamped, while the upper side
is free. An external load acts along the vertical axis of the strip. The solution method is based on
the use of the Papkovich orthogonality relation. The solution is represented in the form of series
in Papkovich–Fadle eigenfunctions, the coefficients of which are determined explicitly. Examples of
solving the problem are given.
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