
Вестник ЧГПУ им. И.Я. Яковлева
Серия: Механика предельного состояния. 2023. №2 (56). С. 99–107

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев

ТЕРМИЧЕСКИЕ И АТЕРМИЧЕСКИЕ ПЛОСКИЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ
ВОЛНЫ В АЦЕНТРИЧЕСКОМ ИЗОТРОПНОМ ТЕЛЕ

Институт проблем механики им. А.Ю.Ишлинского РАН, г.Москва, Россия

Аннотация. Настоящая статья посвящена вопросам распространения плоских термоупругих
гармонических волн в ацентрическом изотропном микрополярном теле. С этой целью сначала
рассматриваются динамические уравнения ацентрического изотропного тела. Определяются
пространственные поляризации плоских волн трансляционных и спинорных перемещений.
Обсуждается качественный характер возможных волновых решений уравнений связанной
микрополярной термоупругости. Отдельно рассматривается случай атермической волны.
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1. Вводные замечания. Развитие современных методов производства матери-
алов и метаматериалов в значительной степени определяется развитием инновацион-
ных технологических приемов их термомеханической обработки. Получаемые изде-
лия обладают специфическими микроструктурными особенностями, проявляющими
гиротропные (гемитропные) свойства. Для описания термомеханического поведения
таких материалов требуется привлечение неклассические моделей современной меха-
ники сплошных сред. К таким моделям относятся ацентрические изотропные мик-
рополярные тела. Основной особенностью таких тел является чувствительность их
определяющих псевдоскаларов к преобразованиям, изменяющим ориентацию терх-
мерного пространства (зеркальным отражениям и инверсиям пространства). Прак-
тическая значимость исследований в этой области механики континуума связана с
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моделированием поведения биоматериалов, используемых в медицине, сотовых кон-
струкций, керамик, гранулированных материалов. Биологические ткани животного
происхождения (мышечная ткань, длинные кости, стенки кровеносных сосудов) про-
являют выраженные гиротропные свойства, что подтверждается публикациями [1–3].

Термомеханика микрополярных континуумов � бурно развивающаяся область ме-
ханики сплошных сред, о чем свидетельствует многочисленные монографии, посвя-
щенные этому вопросу [1–8]. Литературный поиск позволяет заключить, что подавля-
ющее большинство из них посвящено вопросам моделирования линейных изотропных
микрополярных сред, и лишь скудные источники посвящены ацентрическим изотроп-
ным телам. В случае общей анизотропии, микрополярное упругое тело характеризует-
ся 171-ой определяющей постоянной, что существенно усложняет анализ систем диф-
ференциальных уравнений, возникающих при решении конкретных прикладных за-
дач. Ацентрическое изотропное тело задается девятью определяющими константами,
что всего на три больше, чем в изотропном случае. В конвенциональных микрополяр-
ных теориях механики деформируемых сред [2] оперируют с двумя независимыми
кинематическими полями: трансляционные и спинорные перемещения (микропово-
роты), которые наиболее естественно задаются псевдовекторами (в частности, кон-
травариантным псевдовектором веса +1 [9] или ковариантным псевдовектором веса
�1 [10]). Использование алгебры и анализа псевдотензоров [11] позволяет получить
геометрически и физически непротиворечивые формулировки теорий микрополяр-
ных тел, которые могут быть легко трансформированы к формулировкам в терминах
абсолютных тензоров с помощью степеней псевдоскалярных единиц.

Волновые задачи механики микрополярных континуумов возникают при моделиро-
вании процессов медицинской диагностики, таких как, ультразвуковое исследование,
сонография, спектральная допплерография. Теоретической основой для указанных
методов диагностики могут служить задачи о распространении гармонических волн
в сплошной среде [12–14]. Волновым задачам термомеханики микрополярных конти-
нуумов посвященая обширная литература [4–8]. В настоящей работе рассматривается
задача о распространении плоской гармонической волны в ацентрическом изотропном
термоупругом микрополярном континууме.

2. Трансляционные и спинорные перемещения. Рассмотрим Евклидово
трехмерное пространство [15]. Введем понятие фундаментального ориентирующего
псевдоскаляра (веса +1) и двух псевдоскалярных единиц в соответствии со следую-
щими зависимостями [16]:

e = ı
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· (ı

2
⇥ ı

3
)

[+1]
1 = e,

[�1]
1 = e

�1
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Отметим, что знак псевдоскалярной единицы (1) определяет ориентации коорди-

натных реперов, т.е. для правоориентированных троек векторов �
[+1]
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ориентированных �
[+1]
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Кроме того, целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно постоянны, т.е.
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0 ,

где rk � оператор ковариантного дифференцирования в метрике gjs.
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В конвенциональных микрополярных теориях термомеханики [2] оперируют с дву-
мя независимыми полями трансляционных и спинорных перемещений (микроповоро-
тами), которые наиболее естественно задаются абсолютным векторами (контравари-
антным u

s или коваринатным us) и псевдовекторами (в частности, контравариантным

псевдовектором
[+1]

�
s веса +1 [9] или ковариантным псевдовектором

[�1]

� s веса �1 [10]).
Псевдотензорная формулировка микрополярной теории может быть преобразована к
ковариантной, представленной в работе [4], согласно правилу баланса весов [17, 18].

3. Динамические уравнения гемитропной микрополярной среды. В ра-
боте [19] рассматривалась псевдотензорная формулировка связанного термоупруго-
го ацентрического изотропного тела в терминах абсолютного ковариантного вектора
трансляционных перемещений us и контравариантного псевдовектора спинорных пе-

ремещений положительного веса
[+1]

�
s. В этом случае, динамические уравнения можно

принять в следующей форме
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где fi � вектор массовых сил,
[�1]

l i � псевдовектор массовых моментов, G� модуль

сдвига; ⌫ � коэффициент Пуассона;
[�1]

L � характерная микродлина;
[�2]
c 1,

[+2]
c 2, c3, c4,

c5, c6 � не имеющие физической размерности псевдоскаляры; ↵
⇤

� коэффициент ли-

нейного теплового расширения;
[+1]

�
⇤

� коэффициент теплового изгиба–кручения; � �

коэффициент теплопроводности; c � теплоемкость на единицу массы при нулевой де-
формации (см. [4, 9]). ✓ � превышение температуры над отсчетной температурой ✓0.
Кроме того, введены обозначения

c
0
4 = 2c6 + c4 � c5, c

0
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0
6 = 4c5. (2)

Для получения системы динамических дифференциальных уравнений в терминах
абсолютных векторов достаточно воспользоваться правилом баланса весов [17, 18]. В
частности

�
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1
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s
. (3)
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В итоге, в отсутствии массовых сил и массовых моментов получим
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(4)

В дальнейшем изложении мы будем рассматривать упрощенный вариант связан-
ных уравнений ацентрического изотропного термоупругого тела, когда из полного
набора определяющих констант остаются только связанные с температурным гради-
ентом &r✓. Тогда, система динамических уравнений при переходе от материальных
определяющих констант к конвенциональным примет вид

8
>>>><

>>>>:

(µ+ ↵)r ·ru+ (µ� ↵+ �)rr · u+ 2↵r⇥ �� ⌘r✓ = ⇢ü,

(� + ")r ·r�+ (� � "+ �)rr · �+ 2↵r⇥ u� 4↵�� &r✓ = I�̈,

c


✓̇ = r ·r✓ � 1


(⌘r · u̇+ &r · �̇).

(5)

4. Плоская гармоническая термоупругая волна. Исследуем решения си-
стемы (5) в форме плоских волн температуры, трансляционных и спинорных переме-
щений:

u = Ae
i(k·r�!t)

, � = Sei(k·r�!t)
, ✓ = Be

i(k·r�!t) (6)
где r� радиус-вектор; k� (комплексный) волновой вектор; ! � циклическая частота;
A, S� (комплексные) векторы пространственной поляризации волны; B � (комплекс-
ная) амплитуда температурного инкремента.

В результате подстановки векторов (6) в динамические уравнения (5) получим урав-
нения для волнового вектора k и векторов поляризации плоской волны A, S (k2 = k·k)

� (µ� ↵+ �)(k ·A)k� [(µ+ ↵)k2 � ⇢!
2]A+ 2↵ik⇥ S� ⌘ikB = 0,

� (� � "+ �)(k · S)k� [(� + ")k2 + 4↵� I!2]A+ 2↵ik⇥A� &ikB = 0,

� k
2
B +

c


i!B � ⌘


!(k ·A)� &


!(k · S) = 0,

(7)

Из системы уравнений (7) легко получить выражения для проекций векторов по-
ляризации A и S на волновой вектор k:

A · k =
⌘ik

2
B

�(�+ µ� ↵)k2 � (µ+ ↵)k2 + ⇢!2
,

S · k =
&ik

2
B

�(� + � � ")k2 � (� + ")k2 � 4↵+ I!2
.

(8)

Из соотношений (8) видно, что в связанной термоупругой волне (B 6= 0) оба вектора
поляризации A и S имеют ненулевые проекции на волновой вектор k, т.е. указанная
волна всегда содержит продольные составляющие трансляционных перемещений и
микроповоротов. Более того, можно показать, что она является чисто поперечной, т.е.
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поперечные составляющие перемещений и микровращений равны нулю. Упомянутые
проекции легко исключаются из системы уравнений (7), поскольку достаточно просто
выражаются через комплексную амплитуду инкремента температуры B. В частности,
их исключение возможно в третьем уравнении рассматриваемой системы [20].

3. Атермическая плоская гармоническая волна. В случае атермической
волны комплексная амплитуда B = 0 и можно вести речь о гиперболической модели
распространения волн [13]. Векторы поляризации атермической волны A, S в силу
(8) имеют нулевые проекции на волновой вектор k, поэтому рассматриваемая волна
является чисто поперечной, т.е.

A = A?, S = S?.

Система уравнений (7) в случае атермической волны упрощается:
� ((µ+ ↵)k2 � ⇢!

2)A+ 2↵ik⇥ S = 0,

� ((� + ")k2 + 4↵� I!2)S+ 2↵ik⇥A = 0.
(9)

Из второго уравнения системы (9) следует, что векторы поляризации A, S ортого-
нальны друг другу, поскольку

2S = i⌦2 k⇥A
88
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Подставляя выражение для S из (10) в первое уравнение системы (9), находим
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#
A = 0, (11)

откуда получаем уравнение для определения волновых чисел
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или, вводя безразмерное значение волнового числа
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k

88k?
,

где
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k
2
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!
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88c2?
,
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c
2
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⇢
,

и опуская тильду над k, в итоге приходим к следующему уравнению:
[k2 � 1][µd

2
?k

2 � (1� (i⌧)2))] = (i⌧)2d2?k
2
, (12)

где введены следующие обозначения:
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?
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Волновые числа k, соответствующие атермической волне, находятся как корни би-
квадратного уравнения (12) и могут быть представлены в форме

2µd
2
?k

2
1, 2 = (i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 ±

p
�, (13)
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где для дискриминанта имеем

� = [(i⌧)2d2? � µd
2
? + (1� (i⌧)2)]2 + 4(i⌧)2µd

2
?d

2
?.

Дискриминант � как нетрудно заметить положителен:

� > 0,

поэтому оба значения для квадрата волнового числа k, данные (13), вещественны.
Поскольку

k
2
1k

2
2 =

1� (i⌧)2

µd
2
?

,

то тогда в случае 1 > (i⌧)2 оба значения k
2
1 and k

2
2 положительны, в противном случае

(когда 1 < (i⌧)2) первое значение k
2
1 положительно, а второе k

2
2 отрицательно.

Рассмотрим сначала первый случай, полагая 1 > (i⌧)2. Возможные волновые числа
атермической волны определятся четырьмя вещественными значениями

p
2µd?k1, 2; 3, 4 = ±

q
(i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 ±

p
�,

среди которых лишь два являются нормальными: k1; 3 and k1; 4.
Во втором случае, когда выполняется неравенство 1 < (i⌧)2, имеется очевидно един-

ственное вещественное нормальное волновое число, которое может быть вычислено по
формуле

p
2µd?k1; 3 =

q
(i⌧)2d2? + µd

2
? + 1� (i⌧)2 +

p
�.

Таким образом, приходим к выводу о том, что в случае (i⌧)2 < 1 имеется два
вещественных нормальных волновых числа, а в случае (i⌧)2 > 1� лишь одно.

5. Заключение. В работе рассматриваются задачи о распространении плоских
термоупругих гармонических волн в ацентрическом изотропном микрополярном теле.

(1) Трансляционные и спинорные перемещения характеризующиеся псевдовекто-
рами использовались для построения модели ацентрического изотропного тер-
моупругого микрополярного тела.

(2) Псевдотензорные веса в формулировке динамических уравнений устранены с
помощью правила балансировки весов.

(3) Динамическая модель распространения связанной гармонической волны сфор-
мулирована в терминах абсолютных тензоров.

(4) Рассмотрено решение задачи о распространении плоской термоупругой гармо-
нической волны в ацентрическом изотропном микрополярном теле.

(5) Динамические уравнения ацентрического изотропного микрополярного конти-
нуума приводятся к конвенциональному виду.

(6) Определены пространственные поляризации волн трансляционных и спинор-
ных перемещений относительно волнового вектора плоской гармонической
волны.

(7) Обсуждается качественный характер возможных волновых решений динами-
ческих уравнений связанной микрополярной термоупругости.

(8) Рассмотрен случай распространения атермической гармонической волны по
ацентрическому изотропному термоупругому микрополярному телу.
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THERMIC AND ATHERMIC PLANE HARMONIC WAVES IN ACENTRIC
ISOTROPIC SOLID
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Abstract. The present paper is devoted to the propagation of plane thermoelastic harmonic
waves in an acentric isotropic micropolar solid. For this aim, the dynamic equations of an acentric
isotropic solid are considered. The spatial polarizations of plane waves of translational and spinor
displacements are determined. The qualitative nature of possible wave solutions to the equations
of coupled micropolar thermoelasticity is discussed. The case of an athermic wave is considered
separately.
Keywords: wave, polarization, wave vector, translational displacement, spinor displacement,
micropolarity, acentric isotropic solid, wave number, thermoelasticity, athermal wave
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